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AVANT-PROPOS 


La Bibliothèque d'Education scientifique eût été tout 
à fait incomplète si des éléments de Trigonoméirie n'y 
avaient trouvé place. Cette science est en effet le com- 
plément nécessaire de la Géométrie plane et dans 
l'Espace, aussi bien que celui de la Géométrie analy- 
tique. Mais, désirant avant tout continuer le pro- 
gramme qui ἃ présidé à cette Collection d’Initiations, 
je me permets d’avertir le lecteur qu’il ne saurait 
trouver ici un Traité de Trigonométrie analogue aux 
ouvrages didactiques écrits sur ce sujet. 

Notre but est beaucoup plus modeste : nous avons 
seulement visé à rondre plus aisée l'assimilalion des 
Eléments de Trigonométrie qui, dans les ouvrages en 
cours, présentent le plus souvent un aspect rébarbatif. 
Fidèle à la méthode employée constamment dans 
cette Collection, nous avons tenu à ne progresser que 
pas à pas, allant sans cesse du particulier au général, 
metlant loujours sous les yeux de l'élève de nombreux 
exemples avant d'exposer chaque théorie. 

C’est ainsi que nous avons étudié, au cours des 
divers chapitres et séparément, les lignes trigonomé- 
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triques et, pour chacune d'elles, nous nous sommes 
cforcé de présenter des excrcices très variés, en 
ayant soin de graduer les difficullés aussi parfail- 
ment que possible. 

La diversité même des applications proposées 
montrera mieux que des disserlalions l’ulilité de la 
Trigonométrie dans toutes les branches de la Science 
qui relèvent des Mathématiques. 

La dernière Leçon — en pelits caractères — est 
réservée aux lecteurs qui ont déjà étudié les deux 
volumes consacrés au Calcul différentiel el intégral. A 
celui qui s’étonnerait de la présence de ce chapitre 
dans une Initiation à la Trigonométirie, nous répon- 
drons qu’il n’y ἃ là de notre part aucuno innovation. 
Bien que nous ne nous soyons pas astreint à suivre tel 
ou tel programme, il nous a paru opportun d'appeler 
l'attention des élèves sur celte étude fonctionnelle de 
la Trigonométric. Gelle léçon aura certainement son 
utilité pour les candidats au Baccalauréat qui sont 
dans l'obligation d'éludier les fonclions trigonomé- 
triques à l’aide des dérivées. 

Notre but sera amplement alteint si ce nouvel 
ouvrage peut rendre quelque service à ccux qui ont 
besoin de se mettre rapidement au courant des appli- 
calions immédiales de la Trigonométric ou qui dé- 
irent aborder avec fruit des Traités plus complets. 

G. Dunanp. 


-------- 


Pour comprendre la Trigonométrie 


PREMIÈRE LEÇON 


QU'EST-CE QUE LA TRIGONOMÉTRIE? 


1. Élymologiquement, le mot {rigonomélrie signi- 
fie : mesuro des triangles. C’est la science dont le 
principal objet est précisément cette mesure. Mais 
la Géométrie s'occupe, clle aussi, des triangles; con- 
naissant certains côlés, elle apprend à calculer les 
autres ; c’est ainsique, si l'on connaît dans un triangle 
reclangle les deux côtés de l’angle droit, le théorème 
de l'YTHAGORE permet d'obtenir aisément le troisième 


côlé ou hypolénuse. 


Alors on quoi la Trigonométrie se distingue-t-elle 
de la Géométrie? En ceci : tandis que cette dernière 
ne considère presque jamais los angles et ne les ulilise 
pas pour le calcul des côtés, la Trigonométrie, elle, 
permet d'utiliser les angles pour évaluer des côtés. 
Un exemple fora mieux saisir la différence. 
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Exemples. 

2. Supposons connus, dans un triangle, la base 
égale à 20 mètres, et les deux angles à la base égaux 
respectivement à 380 et 61° (fig. 1). Nous sentons que 
tout ce triangle est bien déterminé, Toutefois, la Géo- 
métrie ne nous donne aucun moyen de calculer les 
deux côtés inconnus. Si nous voulons obtenir 1eur 
valeur, la seule méthode qui s'offre à nous est de 


construire graphiquement le triangle à une échelle 


A 


C 
Fig, 1. — Construction graphique d’un triangle dont on 
connaît la buse ct les angles. 


déterminée, plutôt grande, avec toute la précision 
possible. On représente, par exemple, le côté de 20 m. 
par un segment de 20 cm. et l'on forme aux extré- 
milés de ce segment, au moyen d’un rapporteur, des 
angles de 38° et 61°, puis on prolonge les côtés oble- 
nus jusqu'à leur rencontre en À. Le triangle ABC est 
le triangle demandé. On peut alors mesurer avec un 
double décimètre les deux côtés cherchés. 


QU'EST-CE QUE LA TRIGONOMÉTRIE ὃ 9 


Il est évident que cette méthode ne saurait pré- 
tendre à une grande précision. Tout d'abord, la repré- 
sentation graphique du triangle ne peut être rigou- 
ceuse; la construction des angles, en particulier, laisse 
toujours à désirer par suite de l'imperfection du rap- 
porteur. Et la lecture des résultats, sur le double déci- 
mètre, n’est qu'approchée, un calculateur exercé ne 
pouvant guère apprécier une longueur moindre qu'un 
quart de millimètre. 

Même avec des nombres simples, comme les pré- 
cédents, la méthode graphique ne peut être considé- 
rée comme rigoureuse. Et si, au lieu de ces nombres, 
on avait donné une base égale à 2m. 468 et des angles 
de 38° θ᾽ 12” et 61° 20° 7”, il nous cût été impossible, 
dans notre construction graphique, même réalisée à 
une forte échelle, d'utiliser toutes ces décimales ct, 
par suile, d’en tenir compte dans l'évaluation des 
côtés. Ici, la méthode graphique est manifestement 
insuffisante pour la précision désirée. 


8, Vayons un autre exemple où la Géométrie est cn 


défaut pour une autre raison. Supposons qu'on donne 


dans un triangle rectangle un côté de l’angle droit 


égal à 7 m. et un angle aigu égal à 89% el qu’on se 
propose de déterminer l’hypolénuse. Pour représen- 
ter graphiquement le côté donné avec quelque préci- 
sion, il faudra prendre au moins 1 cm. pour 1 τη. La 
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longueur AB aura donc 7 cm. Mais, après avoir formé 
aux deux extrémités des angles respectifs de 900 ot 
89, nous constaterons que les deux côtés du triangle 
ne peuvent se couper dans les limitcs du papier 
(fig. 2). La construction est pra- 
liquement impossible. Nous ver- 


rons en effect, plus loin, qu'avec 
l'échelle choisie, il nous faudrait 
pour déterminer la construction 
du triangle une feuille de plus de 
4 mètres de hauteur. 


Trigonométrie et Géométrie. 

τ) Diane &, En résumé, il arrive ἃ la 
dont la construc- Géométrie, duns les problèmes 
tion graphique est 
pratiquement im- 
possible. voir fournir un résultat désiré ; 


où entrent des angles, de ne pou- 


dans tous les cas, le résultat 
n'est qu'imparfait, en général insuffisant, sans comp- 
ter qu’une construclion graphique est toujours longue 
et délicate. La Trigonométrie vient compléter la Géc- 
métrie. Grâce à d’autres méthodes, elle permet d’uti- 
liser les angles connus au calcul rigoureux des côtés. 
Ainsi dans notre premier exemple (fig. 1), cette science 
nous apprendra à calculer les deux côtés inconnus 
avec la précision même que nous désirerons 4, uns 
l'exemple du triangle rectangle (lig. 2), nous verrons 
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bicnlôt la valeur de l’hypoténuse, qu’une construc- 
tion géométrique n'avait pu nous donner. 


Applications pratiques. 

5. Il ne faudrait pas croire que les exemples précé- 
dents ne correspondent qu’à des considérations théo- 
riques. Au contraire, ce sont des problèmes de ce 


Fig. 3. — Distance de deux points séparés par une rivière. 


genre que l’on rencontre dans la pratique, en Topo- 
graphie, en Géodésie ou en Astronomie. Supposons, 
par exemple, qu’on désire la distance exacte entre 
deux points séparés par une rivière : nous sommes en 
B et nous voulons connaître la distance au point inac- 
cessible À (fig. 3). Le problème, ainsi posé, est inso- 
luble par la Géométrie. Mais si nous mesurons sur 
le terrain, du côté de B, une base BC égale à 20 m., 
nous sommes ramenés, en évaluant avec un grapho- 
mètre les angles B et ἃ du triangle BAC, am problème 
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de la figure 1. La Trigonométrie, nous l’avons déjà 
dit, nous fournira une valeur rigoureuse de la dis- 
tance cherchée. 


6. Voilà un exemple emprunté à la Topographie. 
La figure 2 correspond à une question d’'Astronomie. 
En cherchant la distance de la Terre à la Lune, on est 


amené à considérer un triangle rectangle dont l'angle 


A L 


τ 


Fig. 4. — Distance de la Terre à la Lune. 


droit est le lieu d'observation A à la surface de la 
Terre et dont les sommets respeclifs sont la Lune L 
et Le centre de la Terre T (fig. 4). 

Or, par des méthodes spéciales, on sait que l'angle 
L est de l’ordre de 00 55’. Comme la somme des 
angles d’un triangle vaut deux droits ou 180, l’autre 
angle aigu À vaut 900 — Oo 55° — 890 δ᾽, La scule 
longueur connue étant le rayon de la Terre, nous 
sommes conduits à la construction d’un triangle rec- 
tangle tout à faït analogue à celui de la figure 2. 

C’est d’ailleurs en vue de résoudre des problèmes 
d'’Astronomie que la Trigonométrie fut créée. L'ori- 
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gine en remonte fort loin. C’est au rre siècle avant 
J. C. qu'HiPPARQUE en jeta les bases, afin d'effectuer 
des calculs relatifs à la Lune. 


Méthode de la Trigonométrie. 

7. Pour obtenir le résultat qu’elle se propose, c’est- 
à-dire l’utilisation des angles, la Trigonométrie n'in- 
troduit pas directement la valeur de ceux-ci dans les 
calculs. Cela se comprend, car un angle est essentiel- 
lement différent d’une ligne droite et il est difficile 
d'introduire directement un angle ou même un arc 
dans les calculs. On ἃ donc imaginé de substituer aux 
angles des lignes droites, ayant avec eux des relations 
intimes, et qu'on appelle lignes trigonométriques. 
Celles-ci sont évidemment le point de départ de la 
Trigonométrie. Voyons donc la première de ces lignes 
trigonométriques. 


Es 


DEUXIÈME LEÇON 


LE SINUS 


8. Soit un angle aigu égal à 380. Prenons le rmnèlre | 


pour unité de longueur et traçons une circonférence 
ayant pour centre le sommet de l'angle et pour rayon 
1 mètre; puis menons du point M la perpendiculaire 
sur l’autre côté de l’angle (fig. 5). Le segment PM est 
appelé le sinus de l'angle donné AOM. 

L'élymologie de ce mot, barbare à première vue, est 
intéressante à connaître et aidera à faire comprendre 
ce qu'est le sinus. Sur la figure, on voit clairement 
que celle longueur est égale à la moïlié d’une corde : 
MP est la moitié de la corde entière MM’. Le mot sinus, 
ou plulôt son abrégé sin, est formé des initiales du 
latin semi-inscripla, qui signifie demi-inscrite ou 
deini-corde. On peut remarquer, d’ailleurs, sur la ἢ- 
gure, que la corde dont il est question est, non pas 
celle de l'angle donné 38°, mais celle qui correspond 
à l'angle double de ce dernier. 
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L'origine du sinus remonte à ARYA-BrTATA, malthé- 
maticien hindou du ν᾽ siècle après J.-C. Auparavant, 
on suivait les procédés imaginés par les Grecs qui 
avaient fondé la Trigonométrie. On considérait, au 
lieu du sinus, la corde correspondant à l'arc donné, 
Les calculs étaient beaucoup plus compliqués et l’in- 


‘ 
t 
1 
ι͵ 
' 
' 
! 
' 
' 
! 
' 
' 
Se 


{ 


Fig. δ. =- Définition du sinus 


vention des Hindous, perfectionnée par les Arabes, 
présenta aussitôt de grands avantäges de simplifica- 
tion et de commodité. 


Variations du sinus. 

9. Nous n’envisagerons pour l'instant que les angles 
aigus, c'est-à-dire Compris entre O5 et 900. Pour un 
angle de Oo, le côté OM s’appliquerait sur OA (fig. 5) 


DURAND. — La Trigonométirie. 1 
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ct le sinus serait nul. Puis si l'angle augmente, il est 
clair que le sinus augmente. Enfin, pour un angle de 
90° ou 1 droit, le sinus se confond avec le rayon et 
devient égal à 1. Le sinus d’un angle aigu est donc 
compris entre 0 et 1 ; à chaque angle correspond un 
sinus et à chaque sinus correspond un angle. 

On conçoit que, pour avoir la valeur du sinus avec 
quelque précision, il est indispensable d'utiliser un 
certain nombre de décimales. Les tables placées à la 
fin de cet ouvrage vous donneront, de 30’ en 30’, cette 
valeur avec 4 décimales, ce qui est suffisant pour 
nombre de problèmes usuels. 


Il cest bon do remarquer que, si l’angle et le sinus 
augmentent en même temps, leurs variations ne sont 
pas proportionnelles. En d'autres termes, si un angle 
double ou triple, le sinus augmente, mais ne devient 
ni double, ni triple. On peut le voir en comparant les 
sinus de 30°, 009 οἱ 90° qui sont respectivement : 


sin 30° = 0,5000 ; sin 60° — 0,8660 ; sin 900 — 1,0000. 


Applications simples. 

10. Sans nous appesantir davantage sur la notion 
du sinus, voyons quelques applications avantageuses 
de cette première ligne trigonoméirique. 


11. Soil un triangle rectangle dont on connaît l'hy- 
polénuse égale à 10 mètres, el un angle aigu égal 
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à 38° (fig. 6). Nous nous proposons de calculer le côlé 
de l'angle droit opposé à cet angle connu. 


Fig. 6. Fig. 7. 
Première application du sinus. 


Pour cela, considérons la figure 7, tout à fait ana- 
logue à la figure 5, où nous avons représenté à nou- 
veau un cercle trigonométrique de rayon 1 el un angle 
de 38° avec son sinus. Les deux triangles OPM et 
ΟΡ Μ᾿ sont semblables. Le côté PM" est égal au sinus 
de 38° dans un triangle où l'hypoténuse csi égale 
à 1. Par suite, dans l'autre triangle où l’hypoténuse 
vaut 10, le côlé PM est 10 fois plus grand que son 
homologue et vaut 10 sin 38°, soit : 


PM = 10 sin 38° — 6 m. 157. 


Si l’on veut raisonner d’une façon plus détaillée, il 
suffit de remarquer que les deux triangles semblables 
nous permetllent d'écrire l'égalité des rapports : 

PM _ OM 
"ν᾽ OM 
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Or, on à : 


P'M’ = sin 380 -- 0,6157 
OM = 10 1m. 
ΟΜ = 1. 
Pa quite : 
PM 


—— = OM = 10; 
sin 36° 
PM) = 0 rs in:38 =40 x10,0197 —=10 τη 157. 
On peut remarquer la précision obtenue par celte 
méthode, qui dépasse de beaucoup celle d’une cons- 


truction géométrique. 


42, Pour avoir un nouvel exemple d'emploi. du 
sinus, cherchons ἃ évaluer l'autre côté de l'angle droit 
du triangie OPA. Connaissant OM = 10 ni. et 


Fig. 8. Fig. 9. 


PM = 6 m. 157, on pourrait appliquer le théorème de 
PYTHAGORE et écrire : OP = V OM — PM . Mais 
les opérations arithméliques à effectuer sont longues 
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et il est plus avantageux d'appliquer la mélhode tri- 
gonomélrique. 

La figure 8 représente le triangle dans une nouvelle 
posilion qui permellra de mieux comprendre le cal- 
cul, L’angle M, étant le complément de O, vaut : 


900 —- 36° — 920. 


Figurons un cercle trigonométrique de rayon 1 et 
représentons un angle de 52° avec son sinus (fig 9). 

Les deux triangles rectangles OPM et ΟἹ Μ᾽ sont 
semblables et nous donnent : 


PO ΟΝ 
PO ΟΝ’ 
or, 
P'O’ = sin 520 = 0,7580 
O'M'=1; OM=10m. 
Donc : 


PO = OM sin 520 — 10 x 0,7880 — 7 m. 880. 


Il a suffi, par celte méthode, d'effectuer une seule 
multiplicalion, tandis que le théorème de PYTHAGORE 
nous obligeait à élever OM et PM au carré, 501}, deux 
multiplications, puis à faire la différence et à extraire 
une racine carrée, On voit l'avantage et la précision 
de la méthode lrigonométrique. 


Vérification des résultats. 
13. L'-atcfois, l'existence dex sieurs méthodes nous 
permet de les utiliser à litre de +'rilication. Ainsi 
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est bon de se rendre compte ici que les valeurs trou- 
vées salisfont au théorème de PYTHAGORE : 


OM = OP + ΡΠ". 
Or : 


OP* + MP* — 62,0944 + 37,9086 — 100,003. 


Comime OM* -- 100, on voit que l’approximation 
est bien celle que nous pouvions espérer avec notre 
Table à 4 décimales. 

Dans la plupart des calculs trigonométriques, il est 
aisé d'obtenir une vérification simple et les débutants 
ne devront pas négliger de chercher cette vérification. 
Dans la suite de cet ouvrage, nous indiquerons, pour 
un grand nombre de problèmes, la manière de véri- 
fier les résullats, mais sans eflectuer les calculs, 
ceux-ci étant un excellent exercice pour le lecteur. 


Règle générale. 


14. Les deux calculs précédents nous ont donné 
pour le triangle rectangle OPM : 


PM — OM sin O; OP = OMsin M. 


Chaque côté de l'angle droit peut donc s’obtenir en 
multipliant l’hypoténuse par le sinus de l’angle 
opposé. Il est évident que le raisonnement qui a été 
fait plus haut est général et peut être répélé à l'occa- 
sion de n'importe quel triangle rectangle. On pout 
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donc énoncer la règle générale suivante qui doit être 
apprise par CŒUr : 

Dans un triangle rectangle, un côlé de l'angle droit 
est égal au produit de l'hypoténuse par le sinus de 
l'angle opposé. 


Formules générales. 
15. Si l’on désigne, comme 
on a l’habitude de le faire, 


l'angle droit par À et chaque 
côté par la lettre minuscule 


Fig. 10. 


correspondant à celle del’angle 


opposé (fig. 10), cette règle peut se traduire par 
les deux formules : 


(1) b=asnB 
(2) c=asin C. 
Exercices. 


16. Continuons par quelques problèmes où nous 
verrons des applications de 
cette règle. 

Soit un (riangle reciangle 
dans lequel on donne l’'hypo- 


lénuse a — 18 m. 46, el un 
Fig. 11. angle Ὁ = 21930 (fig. 11). 

Calcui du côté c. Ἃ 

On demande la valeur du côlé 


c opposé à l'angle connu. 
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Appliquant la formule (2), nous avons immédiate- 
ment : 
c = asinCG — 18,46 sin 21030" 
c = 18,46 κ 0,3665 - 1 m. 78139. 


B 17. On connaîil dans un 
triangle rectangle un côlé de 
2 l'angle droit b = 7 m. 20 
el l'angle apposé B — 019 
(fig. 12). Calculer l'hypoté- 
nuse a. 
De la formule (1), 
b = a sin B, on tire : 


A 6. 7"20 ς 


Fig. 12. — Calcul de 
l’hypoténuse a. 


— m7 == _7m.20 —— __7.20 _ ΞΞΞ ὃ ΠῚ. 2). 
sin B sin 619 0,846 
18. On donne l'hypolénuse a = 5 m. 
et le côlé b = 1 m. 71 (fig. 13). Cal- 
culer l'angle LB. Ἦ 
La formule {1) : δ 
b—asinB 
nous donne : 
A 6 
b 1,71 (πῶς ᾽ 
sinB=-— = = 0,342. (UE 
: - | Fig. 13. — Caïcul 


l'angle B. 
Pour connaître la valeur de l'angle ΔΒ AR 


B, il nous faut maintenant chercher dans la Table, 
soit dans la première colonne, soit dans Ja quatrième, 
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le nombre le plus rapproché de 0,342. Nous trouvons 
aisément ce même nombre 0,3420 qui est le sinus de 
200. L’angle B vaut donc exaclement 20. 


19. On donne l'hypolénuse a = 34 mm. el le côlé 
c— 13 πὶ. (fig. 14). On de- 
mande la valeur de l'angle op- 


posé C. 
La formule (2) : 
C = a Sin Q 
nous donne : 
κι Fig. 14. — Cacul de 
6 13 
sin C — Ta ΞΞ KE 7 — 0,38235. l'angle C. 


En cherchant dans la Table des sinus, on trouve la 
valeur 0,3827, qui est la plus proche du nombre pré- 
cédent el qui correspond à un angle de 22030 : 
comme le sinus augmente avec l’angle, on peut dire 
que la valeur de G est 22°30° par excès, avec une 
erreur moindre que 30’. 

On ne peut évidemment songer à obtenir un meil- 
leur résullat avec une Table donnant seulement la 
valeur du sinus pour des angles variant de 30° en 
30’. Plus tard, nous apprendrons à obtenir une ap- 
proximation beaucoup plus grande. 


Autres exercices. 
20. Les problèmes précédents ont pu être résolus 
#simpiement au moyen de Ja règle du n° 14, ou, ce 


ENT 7, 
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qui revient au même, en appliquant l’une des deux 
formules du numéro suivant. Pour chaque problème, 
la simple application de l’une de ces formules a sufli. 
Nous allons passer maintenant à d’autres exercices 
où le résultat final pourra encore être obtenu par la 
seule connaissance du sinus, maïs nécessitera quelques 
calculs auxiliaires, d’ailleurs fort simples. 


21. Soit un triangle rectangle dans lequel on connaît 
l’'hypolénuse a τῷ 2 m. et l'angle 
CG = 660. Calculer le côté ὃ (fig. 15). 

Les deux formules connues (n° 15) 
sont incapables de nous fournir im- 
médiatement le résultat demandé. 
Mais la première, qui contient l’in- 
connue ὃ, serait applicable si nous 
avions l'angle B. 


Fig. 15. — Calcul 


du côté ὃ. Or. rien n'est plus facile que 


d'évaluer cet angle; puisque B et C 
sont complémentaires, leur somme vaut 1 droit ou 
90», d'où : 

B — 900 — 660 — 240, 


Appliquant alors la formule (1) : 
b=asinB = 2 sin 240 — 2 x 0,4067 = 0,514. 


22. On donne dans un triangle rectangle l'hypoté- 
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nusea - 2 m. 24 el le côléb --- 1 m. 05. Calculer 
“angle ἃ (fig. 16). 

La formule (1) nous permet de calculer l'angle B. 
Nous pouvons écrire en effet : 


: b 1,05 
sm B — tr 90 


B 
= 0,4687. 


Cherchant dans la Table des sinus 
la valeur qui se rapproche le plus 
du nombre précédent, nous trou- 
vons 0,4695 qui correspond à 28e. ᾿ 
Par suite, l'angle G est égal à : 


Fig, 16, — Culcu]l 
de l'angle GC, 


G = 900 — B = 900 .-- 289 — 620, 
23. Dans un triangle rectangle, on connaît l’hypo- 
lénuse a — 5 m. el l'angle B -- 12° 
(fig. 17). Calculer lous les éléments 
inconnus de ce triangle, c’est-à-dire 
l'angle C et les côlés b el c. 
Nous avons d’abord, pour l'angle C : 


G = 900 — 120 -- 780. 


Puis, pour le côté ὁ : 


b = a sin B = ἢ sin 129 = 
= 5 x 0,2079 = 1,0395. 


Fi 17. 
Résolution du 
triangle. 


Enfin, pour le côté c : 
c—=a sin 0 = 5 sin 789 -- 5 x 0,9781 -- 4 8955. 
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Vérificalion : Les valeurs trouvées pour les côtés 
a, b, c, doivent satisfaire au lhéorème de PYTHAGORE: 


α = D? + ο3, 


Résolution des triangles, 

24. Lorsqu'on donne ainsi certains éléments d’un 
triangle et qu’on demande de calculer tous les autres 
éléments, on dit qu'on résoul le triangle. 

Résoudre un triangle, c’est donc calculer tous les élé- 
ments inconnus, angles el côlés, d’un triangle considéré 

Pour qu’un triangle puisse êlre résolu complète- 
ment, il faut en connaître Lrois éléments dont un côté. 
En d’autres termes, un triangle est complèlement 
délerminé si l’on donne : 

1° Ou bien les trois côtés ; 

20 Ou bien deux côtés et un angle : 

3° Ou bien un côtéel deux angles. 

B Lorsqu'il s'agit d'un triangle 
reclangle, un angle se trouve 
donné : l’angle droit, 


29. Prüüïtèmes : On donne, 
A 2.39 © dans un {riangle rectangle, le côlé 
Me b — 3 m. el l'angle GC — 40° 
Fig 18. | 
(fig. 18). Résoudre le triangle. 
Les inconnues sont ici : l'angle B, l’hypolénuse a 
el le côté c, 
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On a d'abord, pour l'angle B : 
B = 900 — C = 90° — 400 = 50. 


Ensuite, la formule b = a sin B donne : 


sin B sin 50  0,7660 
Enfin, le côté c est donné par : 
στε a sin ἃ = 3,9164 x 0,7660 — 2,9999, 


Vérification : Les valeurs des côtés doivent satis- 
faire à la relation donu£e par le théorème de PYrHA- 
GORE : 

a -- 35 -ἰ οἷ, 

26. Dans un friangle rectangle on connaît les deux 
côlés de l’angle droit b = 14 m. 
elc --- 20 m. (fig. 19). Résoudre 
ce triangle. 

Les inconnues sont l’hypoté- 


B 


CEe207 


nuse a et les angles B et C. 
L’'hypoténuse est donnée par 
le théorème de PYTHAGORE : 
a= V/b+ ὦ = γ 196 +400 — 
= ν' 596 -- 24 τη. 4. Fig. 19. 


Pour calculer l'angle B, nous appliquons notre (or- 
mule (1) : 
b 14 


Ï 2 mm = =. , κὸπ ; 
sin B - 94 4 05787. 
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Dans la T'able des sinus, on trouve 0,5736 qui cor- 
respond à 35°. L'angle B est donc égal à 35° par dé- 
faut. 

Par suite, l'angle C vaut : 

G = 900 — 350 -- 550. 


Vérification. — La valeur de l'angle C doit satisfaire 
à la formule (2) : 


c=asin C. 


TROISIÈME LEÇON 


LE COSINUS 


27. La ligne trigonométrique appelée sinus nous a 
permis de calculer n’importe quel côté ou n’importe 
quel angle d'un triangle rectangle; autrement dit, Île 
sinus cst suflisant pour résoudre complètement un 
triangle rectangle. On pourrait, à la rigucur, s’en 
tenir là et faire reposer lous les calculs trigonomé- 
triques sur la seule nolion du sinus, de même que les 
anciens faisaient toute la Trigonométrie au moyen de 
la corde correspondant à l’angle. Mais pour la com- 
modité, on ἃ imaginé d’autres lignes trigonométri- 
ques. Elles présentent l’avantage de simplifier les 
calculs. Ainsi, nous avons été obligés parfois, pour 
calculer l'élément demandé, de passer par des inter- 
médiaires, de faire des calculs auxiliaires d’angles, de 
côtés {voir n° 20); les autres lignes trigonométriques 
nous éviteront ces intermédiaires. 
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Qu'est-ce que le ce-inus ὃ 

28. Soit un angio aigu égal à 38°, Traçons le cercle 
Lrigonométrique ayant pour centre le sommet de 
l'angle ct pour rayon 1 m. Nous obtenons (fig. 20) la 
même figure qu'au n° 8. 
Dans cette figure, le seg- 
ment OP est appelé le co- 
sinus de l'angle onné AOM:; 
ΟΡ on écrit, en &brégé : 
OP = cos 380. 


L'étymologie de ce mot 


est facile à comprendre; 
Fig. 20. — Définition du 


cosinius signifie : sinus du 
Cosinus. 


complément, sinus de 
l'angle complémentaire. Par exemple, le cosinus de 
38° sera le sinus du complément de cet angle, c'est-à- 
dire de 52°, Cetle propfiélé est évidente sur la figure. 
Le complément de 38° est l'angle BOM = 529 dont le 
sinus est ΟΜ. Or ΟΜ = OP et c’est précisément cette 
longueur qui est le cosinus de 38°. De même, le sinus 
de 38° est PM; mais PM = OQ, et OQ est le cosinus 
de 520. 


29. On peut donc dire : 

Le sinus d’un angle est le cosinus du complément ; 
et: 

Le cosinus d’un angle est le sinus du complément} 
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ce qui se traduit par les formules suivantes, où À 
représente un angle absolument quelconque ; 


sin (900 — A) = cos À, 
cos (90° — A) = sin A. 


C'est ce qui explique pourquoi les Tables trigono- 
métriques sont à double entrée ; la même ligne de la 
Table sert à deux angles complémentaires. Jusqu'à 
45°, on lit la valeur des sinus à gauche, de haut en 
bas, tandis qu’à partir de 45, cette valeur est lue à 3 
droite et de bas en haut. 


Variations du cosinus, 

90. Quand l'angle varie, son cosinus varie évidem- 
ment en sens inverse du sinus. Si l'angle augmente, 
son complément diminue et le cosinus diminue aussi, 
mais il est clair que les variations du cosinus et de 
l'angle ne sont pas proportionnelles. Quand l'angle 
varie de 0 à 909, son cosinus varie de 1 à 0, I cosinus 
est toujours compris entre 0 et 1. 


Applications simples. 
31. Dès maintenant, abordons quelques problèmes 
qui vont nous montrer son ulilisalion. 


32. Soit un triangle rectangle dont on connaît 
l'hypoténuse égale à 10 m. et un angle aigu égal à 
980, οἱ proposons-nous de calculer le côté OF adjacent 


DURAND, — La Trigonométria, 8 
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à l'angle connu (fig. 21). Ce problème a déjà été ré- 
solu au n°12, mais il ἃ fallu auparavant évaluer l’autre 
angle aigu. Ici, le cosinus va nous permettre un cal- 
cul direct. 

Figurons, à côlé du triangle donné, le cercle trigono- 
métrique de la figure 20 (v. fig. 22). Les deux triangles 


Fig. 21. Fig. 22. 
Première application du casinus. 


OPM et O'P’M' sont semblables. Dans le second, le 
côté O’P" correspond à une hypoténuse égale à 1 οἱ est 
égal au cosinus de 38; dans l’autre triangle, le côté 
homologue, qui est l’inconnuc, correspond à une hy- 
poténuse 10 fois plus grande. 1] est donc lui-même 
10 fois plus grand que O'P”’ ou : 


OP = 10 cos 38° = 10 x 0,7880 — 7 m. 88. 


On pourrait, d’une façon plus précise, écrire l'éga- 
lité des rapports : 
OP OM 
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Or, on a : 

ΟΡ’ = cos 380 — 0,7880 

OM = 10 

O'M’ = 1. 
Par suite : 

OP 
cos 389 OM 10. 
OP — OM cos 38° = 10 cos 38° 
où OP = 10 x 0,7880 = 7 τὰ. 88. 


33. Nous pouvons encore, en nous servant seule- 
ment du cosinus, évaluer l’autre côté inconnu de 
notre triangle. Le calcul sera moins direct, mais il 
mettra en évidence l’usage du cosinus. 

Considérons le même triangle dans une position 
qui fera mieux comprendre le calcul (fig. 23). 


&\, 


Fig. 23. Fig — 24. 


70 » 


ni M P 


L'angle M, étant le complément de O, vaut 520. Fi- 
gurons à côté du triangle un cercle trigonométrique 
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avec un angle de 520 et son cosinus (fig. 24). Les deux 
triangles semblables nous donnent encore : 


MP _ MO 
MP MO: 


ΜΡ’ = cos 520 = 0,6157 
MO = 10m. 
M'O° = 1. 
Donc : 
MP 
cos 520 
MP = OM cos 529 = 10 cos 520 
ou MP = 10 x 0,6157 = 6 m. 157. 


— MO = 10 


Règle et formules générales. 


34. Les deux calculs précédents nous ont donné 
pour le triangle OPM les résultats : 


OP = OM cos 0 ; MP = OM cos M. 


Chaque côté de l’angle droit peut donc s’obtenir on 
multipliant l'hypoténuse par le cosinus de l'angle 
adjacent à ce côté. Ilest clair que les raisonnements 
précédents ont un caraclère général et peuvent être 
répélés pour n'importe quel triangle rectangle. On 
peut donc énoncer la règle générale suivante, qu'on 
apprendra par cœur : 

Dans un triangle rectangle, un côté de l'angle droit est 
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égal au produit de l'hypoténuse par le cosinus de l'angle 
adjacent. 

Ce qui se traduit par les formules (fig. 25) : 
(3) ὃ —acos ἃ; C 
(4) c=acos B. 


Exercices. je 
35. Résolvons quelques 
problèmes où nous aurons 


œ 


2 A 


l’occasion d'appliquer ces | 
Fig. 25. 


deux formules. 
Dans un triangle rectangle, on connaît l'hypolénuse 


C 

G 

&. 

ὃ Ν 

" 

τὰ 

R Ο Α 8 ἃ 
Fig. 20. -— Calcul L'ig. 27, — Calcul de l’hy- 
du côté c. poténuse a. 


a = 23 mn. et l'angle aigu B = 670. Calculer te οὐ ς 
([Β. 20). 
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La formule (4) donne immédiatement : 


c—acos B = 23 x cos 670 
ou ὁ = 23 x 0,3907 — 8 m. 9861. 


36. On donne, dans un triangle rectangle, un côté 
ὃ — 44 m. et l'angle G = 859, Calculer l'hypoténuse a 
(fig. 27). 

De la formule (3) : 


b -ι acos CG 
on tire : 
1) 44 44 
SO —— = ———————… ΒΞ .- — Ξ 3 « 71. 
& cos G cos 35° 0,8192 par 
37. Dans un triangle rectangle, on connaît l'hypoté- 
nuse a — 18 m. et un côté de 
l'angle droit ς —15 m. Calculer 
l'angle B (fig. 28). 
La formule (4) : 


στ: «acos B 
donne : 


cos B -- τς = 0,8333- 


En cherchant dans la Table 
A C 


Fig. 28 --- Calcul de 
l'angle B. 


des cosinus la valeur qui se 
rapproche le plus du nombre 
précédent, on trouve 0,8339 
qui correspond à un angle de 33030’. Comme le co- 
sinus varie en sens inverse de l’angle, ce résultat est 


ln — mem __— 


, approché par défaut et non par excès, comme on 
. serait tenté de le croire à première vue. 
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| 


Finalement, on ἃ: 


B = 33°30° par défaut. 


Problèmes. 
88. Voyons maintenant d'autres problèmes où mous 
utiliserons les quatre formules connues (n°* 15 e134). 


39. Dans un triangle rectangle, on connaît l'hypolé 
nuse a = ὃ m.el l'angle B == 12° 
Résoudre le triangle (fig. 29). 

Les inconnues sont ici 
l'angle G et les deux côtés de 


l'angle droit ὃ οἱ c. Nous 


avons déjà résolu lo même 
1 πὴ 230. Résolution 


blôme > Si ; 
problème avec les sinus seuls dan frange 


au n° 23: nous calculions 
l'angle G et nous utilisions la valeur trouvée pour 
l'évaluation du côté c. Maintenant, l'usage du cosinus 
nous permet de délerminer chacune des inconnues 
par des formules distincles o  n’entrent que les don- 
nées proprement dites du problème, c’est-à-dire a οἱ B. 

Calcul de C : 

C= 900 — B = 90 — 120 = 78, 
Calcul de b (formule 1) : 
ὃ -- asin B = 5sin 12° = ὃ x 0,2079 — 1,0395. 
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Calcul de c (formule 4) : 
c— a cos B — 5 cos 12° = 5 x 0,9781 = 4,8905. 


Vérificafion. — Les valeurs trouvées pour b et € 


doivent satisfaire au théorème de PYTHAGORE : “ἢ 


a = D? + οἷ, 

Comme on s’est borné à utiliser deux formules sur 
les quatre qui sont connues, on est peut-être tenté de 
croire qu'on pourrait faire une vérilicalion avec les 
deux autres formules non employéos : 

Formule (2) : 

δ τα acos Ce 5 cos 78° = b x 0,2079. 


Formule (3): 
Cm asin G = 5sin 780 -- 5 x 0,9781. 


Mais on constate que l'usage de ces formules nous 
conduit exactement aux mêmes opérations arithimé- 
tiques que tout à l'heure. Cela ne doit pas nous sur- 
prendre puisque le sinus d’un angle est égal au cosi- 
aus du complément et que les deux angles aigus B et 
C d'un triangle rectangle sont complémentaires. 


Une règle importante. 

40. Nos quaire formules ne sont donc pas essen- 
tiellement distinctes. Toutefois, on devra s’habituer à 
en faire un usage rationnel en s'appuyant sur le prin- 
cipe suivant, très important dans les problèmes où 


“1 
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entrent des calculs numériques : On ne doit se 
servir, dans ces calculs, que des données mêmes du pro- 
blème el éviler, dans toute la mesure du possible, ‘'uti- 
liser des résultats calculés. Aïnsi la solution du ne 39 
est bicn préférable à celle du n° 23, car l'évaluation 
de ὃ et de ς se fait «ans utiliser le résultat intermé- 
diaire C. 

L'application de cette règle présente plusicurs avan- 
tages. D'abord, en se servant d’un résullat calculé, 
par exemple de la valeur GC, dans le problème précé- 
dent, on risque, si l'on s’est trompé dans ce résultat, 
de fausser tous les suivants. De plus, on n'a pas 
affaire, en général, à des nombres enticrs ; les don- 
nécs no sont elles-mêmes que des mesures approchées 
de la réalité. Or, chaque résultat est inoins approché 
que le nombre qui a servi à l'obtenir; l'erreur aug- 
mente ainsi constamment οἱ B 
finit par devenir considérable. 


Autres problèmes. 

41. Résoudre un triunryie 
rectangle connaissant l'hyro- 
ténuse a — 9 m. 743 el un angle 
aigu G = 34030’ (fig. 30). 

les inconnues sont ici : l'angle aigu B et 165. deux 
οὐ 8 de l’angle droit bet c. 

Appliquons le principe précédent et utilisons seu- 
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lement les données a et CG. Nous avons alors les cal- 
culs suivants : 
Calcul de B : 


B = 900 — C = 900 — 54030 = 5530. 

Calcul de D par la formule (3) : 

ὃ — a cos G = 9,743 cos 34°30° 

ΞΕ 9,743 x 0,8241:— 8,0292. 
Calcul de ec par la formule (2) : 

c= a sin (ἃ = 9,743 sin 34°30 

c = 9,743 x 0,5664 = 5,5184. 
Vérification. — On peut vérifier la valeur des côtés 


au moyen du théorème de Py- 
THAGORE : 


a = D? + οἷ, 


42. Résoudre un triangle rec- 
Langle connaissant l'hypolénuse 
a — 2 m. 321 et un côlé de 


l'anale droit ὃ = 1 m. 537 
A GNT C (iig. 31). 


Fig. 31. Les inconnues sont : le côté 
cet les deux angles B et (. 
La formule (1) nous donne l'angle B : 


b 1.537 


sin Β -- ρα ἘΤΕ = 0,6622 


d'où ; 
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B -- 41°30' par excès. 


Pour le calcul de l'angle C, nous pourrions prendre 
la formule (3 
v = a cos G 
qui aurait le mérite de n’utiliser que les données pro- 
ment dites. Mais le calcul est assez long et il y a ici 
un réel avantage à écrire seulement : 
C -- 90 — B = 90°— 4130 = 4830. 


La détermination du côté c est encore possible avec 


les seules données en appliquant le théorème de 


PYTHAGORE : ἣν 
Mais les opéralions sont longues et il est plus 


simple d'employer un des angles précédemment cal- 
culés B ou C. 


Nous avons, par exemple, avec la formule (4) : 
c= acos B = 2,321 cos 41°30’. 
c=— 2,321 x 0,7190 — 1,7384. 
Vérification. — Pour vérifier nos calculs, il suffit de 
considérer les relations non ulilisées dans la solution. 
Pour l'angle GC, on doil avoir : 
b = a cos C, 
et la valeur du côté c doit salisfaire au théorème de 


PYTHAGORE : 
à = + οἷ. 
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43. Résoudre un triangle rectangle dont on connaît 
un côlé de l'angle droit ὃ = 7 m. 291 et l'angle aigu 

opposé B — 21° (fig. 32). 
B Les inconnucs sont l'angle 
aiyu C, l’hypoténuse α οἱ le côté c. 
En nous appliquant à nous servir 
seulement des données ὦ et B, 
nous avons d'abord les calculs 

suivants : 
Calcul de ἃ: 


C= 90. —B= 90° — 21° = 69%, 


Calcul de l’hypoténuse par la 
formule (1) : 


DL A 781 
A Os "231 C CET Tir 51. 21° ἠὲ 
NS 7 2% 
Fig. 32. ls Ter 
6 = Gang — 20,177. 


Mais pour le calcul de c, aucune de nos quatre for- 
mules n’est suffisante avec les scules données ὃ et B. 
Puisque loules contiennent la lelltre a, nous sommes 
obligés de nous servir de Ia valeur trouvée pour 
l’hypoténuse. Nous avons par exemple, en appliquant 
la formule (4) : 


c= α cos B = 20,1757 cos 21° 
OU = 20,1757 x 0,9336 = 18,8260. 
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Vérification : 
a — 5 + c?, 


44. Résoudre un triangle rectangle dont on connaît 


les deux côlés de l'angle C 
droit b — 3 m. 24 et ca 
c= 7 m. 52 (fig. 33). ἂν 
Les inconnues sont l’hy- : 
poténuse a et les deux QUE Es τον A 
angles B et G. L'applica- Fig. 33. 


tion du théorème de PY'rrrA- 
co2xE donne immédiatement la valeur de l'hypoté- 
nuse : 
a=V/b+e = 1 10,4976 + 56,550 = 
ν΄ 67,0480 = 8 m. 18. 

Comme {ès quatre formules que nous connaissons 
contiennent toules la lcllre a, nous sommes obligés 
de nous servir du résultat précédent pour le calcul 


des angles B et C. 
La formule (1), par exemple, donne: 
δ. 3.4... 
sin B — ane BR τὶ 0,3960. 


La valeur qui se rapproche le | lus ἃ" ce nombre, 
dans la Table des sinus, est 0,3987 er elle correspond 
à un angle de 23°30°. L'erreur cest assez grande ct clle 
est en excès. On écrira donc : 


B — 23°30° par excès. 
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Connaissant la valeur de B, on a immédiatement 
pour C : 
€ = 90° — 23.30᾽ — 66°30’. 


Vérificalion : Pour vérifier noire calcul, nous choi- 
sirons dans 108 quatre formules celle où entrent 
l'angle C et le côté c, soit la formule (2) : 


C = «a sin C. 


45. Ces derniers problèmes nous montrent qne le 
sinus et le cosinus ne son! pas encore suffisants pour 
résoudre complètement un triangle rectangle en se 
servant des scules données. 

D'autres lignes trigonométriques ont été imaginées 
et nous rendront ce scrvice. L'étude de celles-ci fera 
l’objet de la leçon suivante. 


QUATRIÈME LEÇON 


LA TANGENTE 


46. La ligne trigonométlrique dont nous allons 
maintenant ous occuper s'appelle la {angente. Voyons 
immédiatement en quoi elle consiste. 

Considérons à nouveau notre angle de 38° et traçons 
le cercle trigonométrique ; 
comine on le sait, ce cercle ἃ 
pour centre le sommet de 
l’angle οἱ pour rayon 1 mètre 
(fig. 34). Par le point A, me- 
nons la tangente à la circon- 
férence jusqu’à ce qu'elle 


coupe en T l’autre côlé de 


l'angle. C'est précisément la 

longueur AT qui est dite Ia ar ne 
; Lier de la fan gente. 

langente de l'angle aigu Ὁ. 

Comme les autres lignes, la tangente a son abréviation 

particulière qui est : ἐσ. et l’on écrira, par exemple : 


AT = tg 38°. 
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Tangente trigonométrique et tangente géométrique. 

47. La tangente trigonométrique tire son nom, 
comme on le voit, de sa nature : c’est un nombre qui 
est mesuré sur une tangente au cercle trigonométrique. 
Aussi,ne faudra-t1-il pas confondre {angente géométrique 
οἱ {angente trigonométrique ; la première est une drotle, 
la seconde est un nombre. Quand on dira : La iangente 
d’une courbe ou la langente à une courbe, ce sera la 
tangente géomélrique qu’on désignera, par consé- 
quent une droite : au contraire, quand on parlcra de 
la {angenlte d’un angle, il s’agira toujours de la tan- 
gente trigonométrique, donc d’un nombre. 


Variations de la tangente, 

48. Quand l'angle Ὁ augmente, il est évident que 
la tangente augmente avec lui; autrement dit, la tan- 
gente d’un angle varie dans le même sens que cet 
angle, Mais, à l'inverse du sinus et du cosinus, elle 
ne reste pas comprise centre Oet 1. En eflet, on voit 
clairement sur la figure 34 que lorsque Ὁ augmente, 
le point T s'éloigne : AT augmente et prend n'im- 
porte quelle valeur, si grande soit-elle. Lorsque l'angle 
Ὁ approche de 90°, c’est-à-dire lorsque le point M 
s'approche de B, le point T s'éloigne indéfiniment. 
On dira donc que la tangente de 90) est infinie. En 
résumé, quand un angle varie de 0 à 90°, sa tangente 
croît de θὰ + 
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49. Comme nous le verrons bicnliôt, la tangente 
apporte une nouvelle simplificalion au calcul des 
angles. Elle fut inventée par les Arabes plusieurs 
siècles après le sinus. C’est ABuL-Wara qui, le pre- 
micr, l’utilisa, au xe siècle pour résoudre divers pro- 
blèmes d’Astronomie. 


Applications simples. 

50. lour montrer immédiatement en quoi la tan- 
gente apporte un progrès dans la résolution des 
triangles, reprenons un problème déjà traité : 


B 


C Ô0-7"231 À 


Fig, 35. Fig. 36. 


Première application de la tangente 


Résoudre un triangle rectangle dont on connait un 
côlé de l'angle droit b — 7 ra. 231 el l'angle aigu 0p- 
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posé B — 21° (fig. 35) et supposons qu'on veuille cal- 
cuicr la valeur du côté inconnu c sans se servir de 
l'hypoténuse également inconnue (voir n° 43). 

Tout d'abord, nous avons immédiatement l'autro 
angle aigu : 


C = 90° — B = 90: --- 21° — 69 


Pour évaluer le côté c, reprenons le cercle trigono- 
métrique de la figure 84 οἱ formons un angle au 
centre O’ égal à 69%, avec sa tangente A’T’ (fig. 36). 
Les deux triangles CAB er ΟΛ Τ᾿ sont semblables 
puisqu'ils sonl rectangles et qu'ils ont, tous les deux, 
un angle aigu égal à 69°. On peut donc écrire l'égalité 
des rapports : 


D OR SE ER 2 4 LL PA 
LE. adttes CL AT" Ο᾽ Δ’ 
el l’on ἃ : 
AA 000 
b — 7 m.231 
O'A’ = 1 (rayon du cercle trigonométrique). 


l’'ar suite : 
C 


y 69° — b Ξε 7 m.231 


donc : 
C—= 7,2840t7 092 


Il suffit maintenant de chercher, dans les Tables, 
la valeur de Lg 69°. Comme pour les sinus et cosinus, 
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les Tables de langentes sont à double entrée, de sorte 
qu'à partir de 45°, on lit la valeur cherchée à droite et 
de bas en haut. On trouve aisément : à 
tg 69° — 2,6051. 
Finalement : 
c = 7,231 X 2,6051 — 18,837. 


L'emploi de la tangente réalise un avantage évident 
sur le n° 43. Si l'on désire seulement fe côté c, on 
l’évalue sans passer par l'intermédiaire de l'hypoté- 
nuse a. De cette façon, le calcul est plus court et le 
résultat plus exact. 


51. Voyons un autre exemple, tout à fait analogue 
au précédent, où la langente permet encore un calcul 
direct. 

Dans un triangle rectangle, on connaît un côlé de 


D) 
B C=/0” A 


Fig. 37. Fig. 38. 


l'angle droit c = 10 m. ct l'angle aigu B = 30°. Cal- 
culer l'autre côlé de l'angle droil (fig. 37). 
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Figurons, comme tout à l'heure, le cercle trigono- 
métrique avec un angle au centre θ᾽ — 30° ct sa lan- 
gente ΑΤ' (fig. 38). Les deux triangles rectangles BAC 
et O’A’T’ sont semblables puisqu'ils ont, tous les 
deux, un angle aigu de 30°; on ἃ donc l'égalité des 
rapports : 


AG ___ AB δὴ DAT θοῦ 
ἌΓ (ΟἿΑ ADR OA 
uvec ς 
AT’ — ig 30° = 0,5774; 
οΞΞ 10:.χ.; 


O’A’ = 1 (rayon du cercle trigonométrique). 


Par suite : 
RO 
tg 30° 
b = 10 te 30° = 10 x 0,5774 — 5 m. 774 


soit : 


== C —= 10 m. : 


ὃ = 5 m. 774. 


Règle et formules générales. 
52. Le problème que nous venons de traiter nous 
a donné le résultat : 
ὃ τὸ clg30 ou ὁ --οἷρ ἢ 
ct lo précédent nous avait donné, pour Ie triangle de 
la figure 35 : 
c= btg6% ou c—big C : 
Chaque côté de l'angle droit peut donc s’obtenir en 
multipliant l’autre côté de l'angle droit par la tan- 
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gente de l'angle opposé. T1 est évident que les raison- 
nements précédents ont un caractère général et pour- 
raicnt être répéWs ,our n'importe quel triangle rec- 
tangle. On est donc conduit à énoncer la règle géné- 
ralc Suivante, qu'on ἈΡ}1 1 ὦ a 8 
par cœur : 

Dans un triangle rectangle, un ὦ Ca 
côlé de l'angle droit est ésol au 
produit dc l'autre côte de l'ungie 
droif par lu tangente de l'angle 
opposé au premier. 

Ce qui se traduit par les formules (fig. 39) ς 


A 2 ς 
Fig. 39. 


(0) b—cigB; 
(Ὁ) c= θιρῸ, 
Exorcices. 


53. Résolvons quelques problèmes où nous aurons 


᾿ l'occasion d'appliquer tes rix 


formules dont nous somncs 


Ἢ maintenant en possession. 


F 54. Dans un triangle rectan- 
NEA PDT RAT SAGE Pet 
- gle, on connaîlle côtéb=2m.37 
l'ig. 40, μὴ Calcul du el l'angle C Ἣν 93030). Calculer 
οὐδ c. 
ἵ le côlé c (fig. 40). 
La formule (63 donne iminédiatement : 
c = big CG = 2,37 Lg 23°30° 
€ on 2,37 x 0,4348 = 1 mn, 034 


PE μν 
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55. Dans un triangle rectangte, on connaît les deux 
côlés de l'angle droit ὃ = 3 m. 81 ef c = 5 m. 44. Cal- 


B culer l'angle B (fig. 41). 
La formule (5) : 
Ὁ -- εἰᾷ Ὁ 

τὰ 

ΝΣ nous donne : 
᾿ ὃ 3.81 

LE) Ie ἘΛΆΣΑΣ τ ἡ ΡΠ: 
(SA tg B— = B 44 0,7603. 


Cherchons, dans la Table 
À 5 Ὁ des ansentes, le nombre le 
plus voisin du précédent. Nous 
41. — Caïcul de 


trou ] ] μα 
l'angle B. vons 0,7002 qui est la tan 


gente de 35° Comme la tan- 
gente varie dans le même sens que l'angle, ce ré- 
sultatestapproché par défaul el nous avons finalement : 


B = 35° par défaut. 
Si l'on désirait, en outre, l’angle aigu C, on l'ob- 
tiendrait immédiatement : 
( = 90° —B = 90° — 35° = 55e 


Mais on remarque que la formule (6) permettrait 
aussi de calculer le même angle C puisqu’on connaît les 
côtés b οἱ c. Cette formule peut donc fournir une véri- 


Îcalion des calculs précédents. On doit avoir l'égalité : 
c=btgC 
5,44 = 3,81 tg 55° = 3,81 x 1,1281. 
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En effectuant les opérations, on trouve : 
5,44 = 5,441051, 


vérification suffisante pour le degré d'approximalion 
que nous pouvons espérer avec notre Table. 

Le problème précédent est tout à fait analogue à 
celui du n° 44 où les données étaient précisément les 
deux côtés b et c. Pour montrer, encore une fois, que 
la tangente apporte un progrès dans la résolution des 
triangles, Lous allons reprendre ce même problème. 


Problèmes 
56. Résoudre un triangle rectangle dont on connaît 
les deux côtés de l'angle droit ς 
b =3m.24elc = 7 πι. 52 à 
(fig. 42). Fa 
Les inconnues sont l’hy- NS 
polénuse a ct les deux BC A 
angles aigus B οἱ C. Fig. 42. 


Au n° 44, on a déjà cal- 
culé l'hypoténuse au moyen du théorème de PYTnA- . 
GORE : 

α--γ τ ἃ 2 1/10,4976 + 56,550 — 
ν΄ 67,0180 — 8 m. 18. 
Mais, pour connaître les angles B et C, nous avons 


dû nous servir de la valeur de a qui n'est pas une 
donnée. Comme il est toujours préférable de n’utiliser 
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que les seules données d’un problème, nous allons 
reprendre le calcul avec seulement les valeurs de b 
οἱ c. 

La formule (5) : ὃ Ξε c tg B nous permet, en cffct, 
d'évaluer l’angle B : 


En cherchant dans la T'able des tangentes le nombre 
qui se rapproche le plus de 0,4308, nous trouvons 
D,4548, qui correspond à l'angle 23°30’. Nous obte- 
nons bien le même résultat qu'au n° 44 et nous voyons 
encore que ce résullal est approché par excès et que 
l’'errcur est assez grande. 

Connaïssant la valeur de B, on ἃ immédiatement 
pour l’angle C : 

C= 90° — B == 90° 2330 — 66°30. 


Vérificalion. — Pour vérifier nos calculs, nous 
avons maintenant le choix entre plusicurs formules. 
Si nous désirons vérifier Ja valeur de C, nous pren- 
drons la formule (6) où entre cet angle avec les seules 
données bet c : 

στα btgC 
7,92 = 3,24 x tg 6630’ — 3,24 x 2 2998. 


En cflecluant, nous obtenons 7,52 — 7,45. La difié- 
rence entre ces deux nombres, qui <evraient être 


égaux, montre que la valeur de G n’est qu'approchée, 
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ce qui no doit pas nous surprendre puisque nolre 
Table ne nous donne la valeur des angles qu’à 30” 
près. 

Si l’on voulait encore vériher les valeurs de a et B, 
on pourrait prendre la formule (1) : b — a sin B, mais 
on trouverait, comme tout à l'heure, une cerlaine duii 
férence qui ticndrait à la valeur approchée de l'an 
gle B. 

Remarque. — Ajoutons, à titre de remarque, que, 
dans ce probléme, scules les valeurs des angles B οἱ ( 
sont approchées. Celle de l'hypolénuse a est rigou- 
reusement exacte. De plus, si B est approché par 
excès, G l’est par défaut puisqu'on obtient cet angle 
en retranchant de 90° une valeur un peu trop grande. 
On pourrait, si on le désire, s'assurer que G = 66"30" 
est bien un résultat approché par défaut en calculant G 
au moyen do la formule (6) : 

“a 


gG=— 


57. Πόσοι ρα un triangle rectangle connaissant un côté 
de l'angle droil b=4 πὶ etl’angle 


aigu adjacent G = 70 (fig. 43). 5 
ET PCA 7 
Les inconnues sont : l'angle Ἢ bed” C 


aigu B,lecôté cetl'hypolénuse a. 
ν : Τὰ, 43. 
Calcul de l'angle B : 15 


B = 90° — ἃ «« 900 — 7° -ὦ He, 
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Calcul du côté c (formule 6) : 44 
στε διρα - 4tg7 = 4 x 0,1219 = 0;4876. 
Calcul de l’hypoténuse a (formule 3) : 


b 4 4 
a =. ——— = — 4,0302. 
cos Cet, χ0ο5. 7) 110-9920 ᾿ 
Vérificalion. — Comme nous connaissons maintc- 
nant plusieurs formules différentes, nous sommes en 
mesure de vérifier nos calculs de plusieurs manières. 


Par exemple, ici, nous pouvons uliliser la formule (2) : 
= asin GC; 
la formule (5) : 
b=ctgB; 
el enfin le théorème de PYTHAGORE : 
αὐ ΞΟ ΟΣ 
En général, il est inulile de s’astreindre à faire do 
nombreuses vérifications. Dans ce problème, deux 
suffiraient largement. L'une scrait tirée du théorème 
de PyriraAGoRE ct l’autre d’une formule où figure 
l'angle inconnu B, soit la formule (5). 


58. Résoudre un triangle rectangle dans lequel on 
connaît un côté de l’angle droit ὃ — 12 m. 7 el l'angle 
aigu oppose B — 48030 (fig. 44). 

Les inconnues sont : l'angle aigu G, le côtéc ct 
l'hypotéuuse a. 
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Calcul de l'angle C : 
C = 90° — B — 90° — 48:30" -- 4130’. 

L'angle C étant déterminé, on pourrait être tenté de 

refaire 108. calculs du problème 


LA ἢ 4 3 . = B 
précédent où l'on connaïssait ὃ 
et Ὁ. Mais on sait qu'il est tou- D 
jours préférable de n’utiliser que s 
les seules données d’un pro- 
blème. Nous allons donc cher- e 2 
cher les autres inconnucs en 4 ᾧ- 7277 C 
nousservant sculement de betB. ar 
Calcul du côté c (formule 5) : dE di 
b 12,7 12:77 
C = = ——— — —_—" -ῷ 23. 
ty B tg 48°30 1,1303 Fate 
Calcul de l'hypoténuse a (formule (1) : 
AE bise 127 APS LP ET CSSS 16,95. 


sin B sin 48°30 0,7490 


Vérificalion. — Formule (6) : 


== 40 1910; 
Théorème de PYTHAGORE : 
a = + oc. 


D’après les remarques du numéro précédent, il suf- 
fitamplement de faire deux vérifications: la première 
porte sur l’angle inconnu et la seconde sur Jes rôlés. 


| 
Ë 


CINQUIÈME LEÇON 


COXTANGENTE 
SÉCANTE ET COSÉCANTE 


59. Le dernier problème étudié va nous permettre 
d'expliquer l'origine de la 4 ligne trigonométrique 
usuclle : la cotangente. Comme le mot l'indique, celle- 
ci est, par rapport à la tangente, ce qu'est le cosinus 
paa rapport au sinus. Colangente signifie : tangente 
du compjément, langenle de l'angle complémentaire. 
Par exemple, la catangente de 389 sera le tangentle 
du complément de cel angle, c’est-à-dire de 520. 


Représentation de 1a cotangente 

60. De même que les autres lignes trigonomt- 
triques, la colangente est susceptible d’élre rcprésen- 
Lée au moyen du cercle trigouométrique. Reprenons 
notre angle de 380 οἱ représentons à nouveau la figure 


qui à servi à définir la langeule (n° 46). D'après ce 


que nous venons de dire, la cotangente de 380 est 
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représentée par la longueur BS (figure 45). En eflet, le 
complément de 38 est l'angle BOM = 520 οἱ cet 
angle a précisément pour tangente la longueur ΒΒ, 
Il suffit, pour s'en convaincre, d’examiner un instant 
la figure en la retournant, au besoin, de manière à 
disposer verticalement la 
droite BS. 

On désigne la cotangente 


B Coésngente S 


par l’abréviation : cofg, ct 
l'on écrit, par exemple : 


colg 389 = BS. 


61. D'après la définition Fig. 45. — Représentation 
de la cotangente, on peut de, la pofangenée, 
dire, tout comme pour le sinus et le cosinus : 

La tangente d'un angle est la cotangente du com- 
plément ; 
οἱ : 

La cotangente d'un angle est la tangente du complé- 
ment ; 

Ce qui 50 traduit par les forn'ules suivantes, où A 
représente un angle absolument quelconque : 

tg (909 — A) = coig À, 
cotg (900 — A) = tg À. 


On comprend maintenant pourquoi les Tables de 
tangentes sont à double entrée, comme celles de sinus : 


“πὰς δὰ 


= 


sn. 2 
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la même ligne de la Table sert à deux angles complé- 
mentaires. La recherche d’une tangenle ou d’une co- 
tangente se fait exactement de la même façon que 
c':lle d’un sinus ou d’un cosinus. 


Variations de la cotangente. 

62. Quand l'angle varie, sa cotangente varie en 
sens inverse. En eflet, si l’angle augmente, son com- 
plément diminue, donc sa colangente diminue aussi. 
Lorsque l’angle varie de 00 à 900, son complément 
varie, en sens inverse, de 900 à 09; par suite, la co- 


tangente de l’angle décroît de + à zéro. 


Utilité de la cotangente. 

63. Les six formules que nous avons étudiées dans 
les précédentes leçons ont permis de résoudre les 
triangles rectangles dans tous les cas possibles, en 
n’utilisant que les scules données. Il ne faut donc pas 
s’attendre à co que la cotangente nous fournisse des 
formules nouvelles, essenticllement distinctes de 
celles que nous avons appris à connaître. Toutefois, 
son introduction dans les calculs permettra d’en sim- 
plifier certains. Mais voyons d’abord les formules 
auxquelles elle conduit. 


Règle et formules générales. 
64. Dans un triangle rectangle, on sait que les deux 
angles aigus sont complémentaires, puisque leur 
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somme vaut 900. Si l’on désigne, comme d’habitude, 
ces deux angles par B ct C, on a donc, d'après la défi- 
nition de la cotangente : 


tg B = cotg C: ἰσ GC = cotg B. 


Par suite, en remplaçant tg B et tg C par leur va- 
leur dans los formules (5) ct (6) où figure une ian- 


gente : B 
(5) b=— cle B, 
(6) = τδιρῶ; à 


on obtient deux nouvelles for- 
mules en cotangente (fig. 46) : 
(7) = ccolg C; 
(Ὁ) c = ὃ coig B. 


Fig 46. 


ce qui permet d’énoncer la règle suivante 

Dans un triangle ‘eclangle, un côté de l'angle droit 
est égal au produit de l'autre côté de angle droit par 
la cotangente de l'angle adjacent au premier. 


Applications. 

65. Pour montrer l’usage dc la cotangente, nous 
allons reprendre le dernier problème de la ieçon pré- 
cédente (n° 58) : | 

Résoudre un triangle rectangle dans lequel on connaît 
un côlé de l'angle droit ὃ = 12 m. 7 et l'angle aigu op- 
posé B = 4830᾽ (fig. 47). 
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Pour le calcul du côté c, nous pouvons uliliser 
maintenant la formule (8) : 
c = bcotgB — 12,7 cotg 48730? 
ou C = 12,7 x 0,8847 — 11 τὴ. 23. 
Nous sommes ainsi conduits à effectuer une multi- 
B plicalion, tandis que la formule 
(5): b= cig B,employée au n°58, 
KE nous faisait faire uno division. 
Or, il est généralement plus facile 
et plus court de mulliplier que 
de diviser el l’on comprend que, 
A 0-72;7 C dans certains cas, l'emploi de la 
ig. 47. — Applica-  cotangente apporte quelque sim- 


tion de la colangente.  jifeation au calcul. 


66. Cette remarque va nous guider dans l’emploi 
des formules (7) οἱ (8). On les utilisera, de préférence 
aux formules (5) et (6), quand celles permettront de 


remplacer une division par B 
NES ὃ 
une multiplication. S 
᾿ 
67. Prenons un autre ὦ 
excmple. A C 


Résoudre un triangle rec- 

à À Fig, 48. 

langle connaissant l'angle 

aigu C — 21° et le côle opposé c = 10 m. (fig. 48). 
Les inconnues sont : l'angle aigu B, l'hypolénuse a 


et le côté ὃ. 


C1 
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Calcul de Pangle B : 
ig B τ 90 — GC = 900 — 219 = 690. 
Calcul de l'hypoténuse a (formule (2) : 
Core 0 AE 
sin G  sin219  0,3584 
Calcul du côté b (formule 7) : 
b = ccotg OC = 10 colg 219 = 10 x 2,6051 — 26 m.05. 


Pour évaluer ce dernier côlé, on aurail pu utiliser 


mn = 27,00. 


2 


la formule (6) : c = big G, qui nous aurait conduits à 
écrire : 
CR LUE PE TD 
Le C tg219  0,3839 
et l'on aurait eu à effectuer une division assez pénible. 
L'emploi de la cotangente apporto donc ici une sim- 
plification. 


Tangente et cotangente, 

68. D'après ce dernier calcul, celui du côté δ, on 
conslate que c'est la même chose de mulliplier par 
colg G ou de diviser par tg G : l'angle C étant absolu- 
ment quelconque, la tangente et la colangente d’un 
même angle sont donc deux nombres inverses l’un de 
l'autre. En effet, diviser par tg G revient à multiplier 


τῆς el l'on ἃ, pour n'importe quelle valeur de 


l'angle CG, la relation : 


par 


1. 
CO. 
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cote C = - 
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On peut d’ailleurs obtenir cette formule d uno fa- 
çon rigoureuse. La formule (7) : 

b = οοοίρ G 
À 


donne : = colg C, 


et la formule (6) : c τῷ b ig C donne, de mêmo : 


ὃ A 
CE ME ER 
Par suite, on a bien : 
1 
colg à ---- - 
δ ιν ἃ 


quelle que soit la valeur de l'angle G. 


Rôle de la cotangente. 

69. Le rôle do la cotangente apparaît comme fon- 
cièrement distinct de celui des autres lignes trigono- 
métriques. Chacune des trois premières lignes élu- 
diécs : sinus, cosinus, langente, permet de résoudre, 
avec les seules données, des problèmes insolubles 
autrement. La co{angenle n’introduit aucun clément 
nouveau dans le calcul et n’apporte qu'une simplifi- 
cation assez légère. Bien plus, les calculs trigonomé- 
triques se faisant, le plus souvent, au moyen des loga- 
rithmes, cette simplification devient illusoire. On peut 
donc dire qu’un angle possède trois lignes trigono 
métriques essenLielles : sinus, cosinus, langenle. Tou- 
tefois, on n’a pas supprimé la cotangcente dans les 
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Tables trigonomélriques. Cela se comprend puisque 
la cotangente de chaque angle y figure nécessaire- 
ment comme tangente de l'angle complémentaire. 


70. Par contre, dans les Trigonométries actuelles, 
on supprime deux lignes utilisées autrefois : la sé- 
cante et la cosécante. Celles-ci jouaient exactement le 
même rôle que la cotangente, c’est-à-dire apportaient 
dans les calculs une légère simplification. Pour que 
vous ne soyez pas déroutés si vous avez, par hasard, 
l’occasion de rencontrer ces noms dans un ancien 
manuel de Trigonométrie, nous allons en dire quel- 
ques mols. 


Sécante 
71. Reprenons le cercle trigonométri que déjà consi- 
déré ct notre angle de 380 
(fig. 49). La sécante cest repré- 
sentéc par la longueur OT οἱ 
l'on écrit, en abrégé : 
séc 380 — OT, 


Comme on le voit, celle 


longueur est portée sur ἈΠῸ 
Fig. 49. — Définition 


sécante au cercle trigonomé- 
de la sécante. 


trique, d'où son nom. Bien 
culendu, il ne faut pas confondre sécante trigro- 
nométrique et sécante géométrique, et l'on doit faire 


᾿ 
-ττ συ Li 75 
L 
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exactement la même distinction que pour la tangente 
(voir n° 47). 

Il est facile de trouver une relation simple entre la 
sécante et le cosinus, Les triangles semblables OPM 
et OAT donnent, en effet : 

CO RE 
OM OP * 
et l'ona: 
OT = séc 389; 
OM = OA = 1 (rayon du cercle 


trigonométriquo); 
OP = cos 380. 
D'où : 
1 


LE Nr Rte 
séc 38 OS 


Ce calcul pouvant être répété pour n’importe quel 
angle, est tout à fait général. On peut donc dire que 
la sécante cst l'inverse du cosinus ou encore que l’on 
a pour un angle quelconque À : 


1 


séc À — : 
cos À 


Par suite, la sécante est au cosinus ce qu'est la 
colangente à la Llangente, Autrement dit, dans les for- 
mules où cutre un cosinus, la sécanto permet de rem: 
placer une division par une multiplication. 

Par exemple, dans le problème n°9 57, le calcul de 
l'hypoténuse a au moyen de la formule (3) : 
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b = a cos ἃ nous a conduits à effectuer une division : 
UN EN ans 
cos ἃ “ cos 70 
Avec la sécante, le même calcul nous aurait fait 
faire une multiplication. En effet, d’après cé que nous 
venons de dire, diviser par cos GC reviendrait à multi- 
plier par séc Cet l'on aurait : 
a = ὃ séc C = 4 séc 70. 
Mais on conçoit qu'une telle simplification est assez 
secondaire. Il est préférable, pour éviter la confusion, 
de ne pas multiplier les notions et 168 formules, et de 


se limiter à celles qui sont essentielles. 


Cosécante. 
72. La cosécante d’un angle (en abrégé : coséc) est 

la sécante de l'angle complémentaire : 

coséc À = séc (900 — A). 
Comme (fig. 50) le com- 

plément de AOM = 380: 

est ΟΝ = 520 on ἃ 

coséc 389 = séc 520 el l'on 


voit que la cosécänte de 


38° cest représentée par la 
Fig. 50. -— Définition de la 


longucur OS : 
cosecanlte. 


OS = coséc 389, 
Les triangles scinblables OBS ct OQM permettent 
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d'obtenir une relation simple entre OS = coséc 380 ct 
OQ = PM = sin 389 : 


COSÉC 300 = ——— , 
sin 380 

Maïs on peut aussi tirer cette relation de la défini- 
tion précédente de la sécante. On a, en eflet : 


1 


séc 529 — RUES 


et, comme séc 520 -- coséc 389, et cos 520 = sin 38o, 


il vient : 
1 
COSÉC 380 = ——— 
sin 389 


ou, en général, pour un angle quelconque A : 


1 
sin Δ΄ 


coséc À = 


La cosécante est donc l'inverse du sinus. Dès lors, 
on comprend son usage : dans les formules où figure 
un sinus, la cosécante permet de remplacer œac divi- 
sion par une multiplication. 

Reprenons, par exemple, le problème n° 58. Le cal- 
cul de l'hypoténuse a au moyen de la formule (1) : 
b = ἃ sin B nous ἃ conduits à cffectuer une divi- 


Sion : 
D ἐν 12.7 
sin B sin 48030 " 


Avec la cosécante, ke même calcul nous aurait fait 
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faire une multiplication. En effet, diviser par sin B 
revient à multiplier par coséc B et l’on a : 


a = ὃ coséc B = 12,7 coséc 48030. 


73. Les simplifications apportées par la sécante et 
l1 cosécante ne sont pas grandes. Aussi a-t-on jugé 
bon de ne pas s’'embarrasser de ces deux lignes trigo- 
nométriques et des nouvelles formules qu’elles intro- 
duiraient. Suivant l’usage actuel, nous n’utiliserons, 
dans les prochaines Leçons, que les quatre lignes que 
nous avons étudiées en détail, avec les fürmules cor- 
respondantes. 11] est indispensable, avant d'aborder 
ces Leçons, de bien posséder ces huit formules. 


Une autre unité d’angle : le grade. 

73 bis. Au lieu d'évaluer les angles au moyen du 
degré, qui est la 90€ partie de l'angle droit, on se 
sert parfois de l'unité appelée : grade. Celui-ci, ima- 
piné par BorpA, est la 100° parlie de l’angle droit. 
Les sous-mulliples du grade sont le décigrade, qui en 
est la 10° partie, et le cenligrade, qui en est la 1008 
parlie : le grade a donc l'avantage d’appartenir à la 
numéralion décimale. Toutclois, l'introduction du 
vrade est difficile dans certaines sciences ; en Astro- 
nomie, par exemple, les observalions ont été faites, 
pendant de longs siècles, à l’aide du degré et l'on ne 
peut songer à convertir en grades les innombrables 


F 
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résultats ainsi consignés. D'ailleurs, la simplification 
qu’apportie dans les calcuis Flemploi du grade n’est 
pas considérable. 

Les Tables trigonométriques actuelles contiennent 
généralement deux parties + l’une ou les angles sont 
évalués cn degrés el une autre où les ar.gles sont expri- 
més eu grades. Pour éviler toute complicalion, nous 
nous limiilerons, dans la suite de cet ouvrage, à la 
mesure en degrés. Mais 1. va de soi que si le Iccteur 
désire effectuer un calcul à partir d’angles donnés en 
grades, rien n'est plus facile que de transformer ces 
grades en degrés pour pouvoir so servir des Tables 
placées à la fin du volurne. 

Evo effet, on a la relalion : 


1 angle droit = 900 = 100 grades 
ou, en simplifiant : 
96 — 10 grades. 
I suffit donc d’une simple règle de trois pour con- 


vertir des degrés en grades, et inversemenL. 


= ER: “π-- ὦ 


SIXIÈME LEÇON 


RÉSOLUTION DES TRIANGLES RECTANGLES 


14. Les formules qui permeltent la résolution des 
triangles rectangles découlent immédiatement de la 
définition des ligries trigonométriques. Ces formules 
ont été établies dans les Leçons précédentes ct nous 
avons appris successivement à résoudre les triangles 
reclangles pour tous les cas possibles. Dans cette 
leçon, nous ne vous dornerons donc aucun calcul 
nouveau, mais nous melirons un peu d'ordre dans 
les différents cas qui peuvent se présenter el nous 
résumerons les résullals déjà obtenus. 


75. Tout triangle possède six éléments : trois côtés 
et trois angles. Foùr qu'un triangle soit bien déter- 
ininé, il faut ent connaîlre trois éléments, dont un 
côté au moins. Dans ce cas, on peut résoudre le 
triangle, c’est-à-dire calculer les trois éléments in- 
connus. 
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Cinq cas possibles 

76. Dans un triangle rectangle, un angle se trouve 
donné : l'angle droit. Pour pouvoir résoudre un 
triangle rectangle, il suffit, par suite, de connaître 
deux éléments, dont un côté au moins. Il y a couc 
deux cas généraux : 

I. On connaît un côté et un angle aigu : 

IL. On connaît deux côtés. 


Mais on doit distinguer entre l’hypoténuse et les 


côlés de l'angle droit. Finalement, on se trouve en 


face de cinq cas possibles suivant que l’on connaît : 
Ι 1° L'hypoténuse et un angle aigu ; 

1; 20 Un côté de l’anglo droit et l'angle aigu opposé ; 

| 30 Uncôté del’angledroitetl’angleaigu adjacent; 

49 Un côté de l’angle droit ct l’hypoténuse; 

90 Les deux côtés de l’angla droit. 

B Nous allons reprendre cha- 

cun de ces cas et rappeler briè- 

vemenl les formules à utiliser. 


Φ 
Premier cas. 
77. On connaïl l'hypoténuse 
À à el un angle aigu. 
Données : a, B. Inconnues : 
Fig, 51. 


G, ὃ, c (fig. 51). 
Calcul de l'angle C : 


G -- 90° — B, 


Premicr cas. 
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Calcul du côté b (formule 1) : 
b — a sin B. 
Calcul du côté c (formule 4). 
c= a cos DB. 


78. Exemple. — Résoudre un triangle reclangle sa- 
chant que l'hypolénuse vaul 42 m. οἱ qu’un angle aigu 
est égal à 729 (fig. 52). 


B 
11 ag © 
e 
ΠΕΣ at ταῖς 


Fig. 52. —- Exemple du 1er cas. 


Prenons a = 42 τη. et B — 720. Les inconnues sont 
Ο, ΟἿ: 

En suivant la marche indiquée, on obtient succes- 
sivement : 

C — 900 — B — 900 — 720 — 180. 

= asin B = 42 sin 720 — 42 x 0,9511 — 39 m.95 
— αἱ cos B= 42 cos 729 — 42 x 0,3090 = 12 m.98 

Ce Premier cas est aussi celui du problème déjà 
résolu au n° 39. 


© 
| 


5 
] 


Second cas, 


19. On connaîl un côlé de l'angle droit et l’angle 
aigu opposé (fig. 53). 


τ ts pit + EE. — 
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Données : ὃ, B. Inconnues : G, €, a. 
Calcul dé l'angle G : 
C = 900 — B. 


Calcul du οὐ té c (formule8): 


B 


ce = bcolg B. 


Calcul de l’hypolénuse a 
(formule 1) : 


A Ô 
4: rs = b 
Fig. 53. — Second cas. Ω = -—, 
sin B 
80. l'remple. — Résoudre un triangle rectangle sa- 


chant qu'un côlé de l'angle droit vaul ἢ 


4 m. 25 el que l'angle aigu opposé es! 
égai à 69 (fig, 54). 

Prenons ὃ τὸ 4 τη. 25 οἱ B = 60. 
Le, incotititics 806} G, €, a. 

En appliquant les formules précé- 
déntes, il vient : 

ἃ = 900 — B — 900 — Go -- &10, 
Ο = bcotg B = 4,25 cote Go = 

4,25 x 9.5144 = 40 m. 44. 


α -ι 4: 0 
ὺ 4,25 
RE τ sin Go | Fig. 64. 
Ὶ Exemple du 
4.25 
et? 2e cas. 
ὃ. ΤΟΙ͂Ν 40 m. 67. 


ue Second cas esl aussi celui du problème déjà 
résolu au n° 65. 
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Troisième cas. 

81. On connaît un côté de l'angle droit el l'angle 
aigu adjacent (Hg. 55). 

Données : ὃ, G. Inconnues : B, c, a. 


Calcul de l'angle B : B 
B 
A ὁ C be NOT TC 
Fig. 55. — Troisième cas. Fig. 56 — IExemp'e du 
3° cas. 


Calcul du côté c (formule 6) : 
Cr DA 0: 


Calcul de l’hypoténuse a (formule 3) ς 
D 


cos α΄ 


a = 


8. Exemple. — Résoudre un triangle reclangle 
dont on connaît un côté de l'angle droit égal à 110 m1 
et l'angle aigu adjacent : 70° (fig. 56). 
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Prenons ὃ — 110 m. et ἃ — 700. Les inconnues 
sont : B, €, a. 

Les formules précédentes donnent successive- 
ment : 

B = 900 — C = 900 — 700 — 200. 

c — btg GC = 110tig 700 = 110 x 2,7475 = 302 m. 2 
PRES D 
cos C : cos 700  0,3420 


= 321 mm. 6. 


En vous reportant au problème n° 57, vous verrez 
uu autre exemple de ce Troisième cas. 


Quatrième cas. 

83. On connaîl un côlé de l'angle droit et l'hypoté- 

B nuse (fig. 57). 
Données : a, ἢ. Inconnues : 

B, C, οἱ 

a Pour que le problème soit 
possible, il est évident que la 
valeur donnée pour l’hypo- 


A 7 δ ténuse a doit être plus grande 


que celle du côté ὃ. 
l'ig. 57. — 45 cas, 


1° Méthode. — Nous allons 
calculer séparément les inconnues à partir des seules 
données a et ἢ; cette méthode convient surtout lors- 
qu'on ne désire pas résoudre complètement le triangle, 
mais déterminer seulement un ou deux des éléments 


ihCOBNUS. 
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Calcul de l'angle B (formule 1) : 


sinB = —, 
a 


Calcul de l'angle C (formule (3) : 
b 


cos (ἃ = ----- 
a 


Calcul du côté c (théorème de PYTHAGORE) : 
c= Va—b. 
2e Méthode. — Si l’on veut résoudre entièrement le 
riangle, on se sert de la mélhode suivante : 


Calcul de l’angle B (formule 1) : 
b 


sin BD — —. 
a 
Calcul de l'angle C : 
C = 900 — B. 
Calcul du côté c (formule 4) : 


c= a cos ἈΠ. 


Avec cette méthode, on ne s’astreint pas à n'utiliser 
que les seules données, mais les calculs sont plus 
simples οἱ, plus rapides, ce qui est un avantage pra- 


tique. 


84. Exemples. — 19 Dans un triangle rectangle, on 
sait que l'hypoténuse vaut 548 m. et qu'un côté de 
l'angle droit est égal à 249 m. Déterminer l'autre côté 
du triangle et l'angle opposé au côté donné (fig. 58). 
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Données : a = 518 m. et ὃ = 249 m.; [ἃ 22 méilode nous douane successivement : 
Inconnuecs : 6, B. RASE AD: E Da # rie = 05, 
En appliquant la 1° méthode, on oblient : ne a 6 2 
Ἐν "tr. PAL METRE à ER οἷς: 
ε-εν α.---ὖὄἾὄθι - ν᾽ 300304 -- 62001 — B — 30° (exactement) 
V 238303 — 488 m. 16. C — 900 — B — 900 — 300 — 600 
c τ a cos B = 56 cos 309 — 56 x 0,8660 — 3 
sin B = D = 29 = 0,4543 : JD 48 m.496 
G 548 
d'où : Cinquième cas. 


B = 270 par défaut. 85. On connait les deux côlés de l'angle droit (fig.60). 


B Données : ὃ, c. Inconnues : 
B,C, a. 
Comme pour le Quatrième 


B 


cas, on peut donner deux 
méthodes distinctes, suivant 
qu'on désire calculer seule- 
ment un ou deux éléments 
inconnus ou bien résoudre À Ô C 


l e A 
tout le triangle ; la première Fig, 60. — 59 cas. 


méthode n'utilise que les 


A Ô0-=249" Ὁ A 21018 29 000 seules données, tandis que la seconde est plus rapide. 
Fig. 58 — [ixcmple du Fig. 59. — Exemple du 1” Méthode 
49 cas : 1r° méthode. 49 ças : 29 méthode. 
Calcul de l’angle B (formule 5) : 


20 Résoudre complèlement un triangle rectangle sa- te B -- D 
chant qu'un côlé de l'angle droit vaut 28 m. el que τ 
l'hypolénuse est égale ἃ 56 m. (fig. 99). 


Données : a = 56 m. οἱ ὃ — 28 m.; [60 =—. 


DLIHAND, — La Trigunsmétrie. 6 


Calcul de l'angle C (formule 6) : 


Inconnues : B, C, c. 
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Calcul de l'hypoténuse a (lhéorème de PYTHA- 
GORE) : 
α- νι, 
25 Méthode. 
Calcul de l’angle B (formule 5) : 


(ὁ Β =: 


Calcul de l'angle C : 
C = 900 —_B,. 
Calcul de l'hypoténuse a (formule 1) : 
b 


sin B 


-«--- 
= 


86. Exemple. — Résoudre 
complètement un triangle rec- 
langle sachant que les deux 
᾿-- côlés de l'angle droïët soniégaux 
respeclivement à 24 m. 9 et 
33 m. ὃ (fig. 61). . 

Prenons : ὃ τὸ 24 m. 9 ct 
c τ 33 m. 6. Les inconnues 
A ὁ -24,9 τ ΟΠ: 


D'après ce qui précède, nous 


Fig. 01. — 5e cus. devons appliquer la 2 mé- 
thode : 
ED ἘΠ Ξε ἘΠ, ΜΠ], 
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B = 36030 (par défaut) 
C = 900 —B = 900 — 36030 — 53030’. 


sinB sin 36030 0,5948 


87. Remarque. — Il est clair que, lorsqu'on 50 
trouve, comme ici, en face de deux méthodes dis- 
tinctes, l’une peut servir de vérification à l'autre. 

D'une façon générale, nous n'avons pas indiqué de 
vérification pour les exemples précédents. Dans la 
pralique, quand un calcul est fait avec soin, une véri- 
fication n’est pas indispensable. Toutefois, si vous 
désirez vérifier certains résultats, il est aisé de choisir, 
parmi nos huit formules trigonométriques et le th6o- 
rème de PYTHAGORE, les relations susceptibles de 
contrôler la valeur d'une inconnue : ce sont celles qui 
ne servent pas dans la solution et où entre cette in- 
connue. 


SEPTIÈME LIÇON 


PROBLÈMES SUR LES TRIANGLES RECTANGLES 


88. Nous allons éludicr quelques questions qui se 
ramènent à la résolution de triangles rectangles 
dans lesquels on connaît certains côtés ou certains 
angles. Il suffit alors de reconnaître, parmi les cinq 
cas que nous avons distingués dans la Leçon précé- 
dente, celui qui convient au problème et, en utilisant 
les formules indiquées, on obtient immédiatement 
les résultats. 


APPLICATIONS À LA GÉOMÉTRIE 


Calcul d’une corde. 

89. Dans un cercle de rayon R = 5 m., on fiqure un 
angle au centre égal à 489, Calculer la corde correspon- 
dante AB (fig. 62). 

En menant la perpendiculaire OC sur cette corde, 
on la partage en deux parties égales et l’on forme un 
triangle rectangle OCB dans lequel on connaît l’hyno- : 
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ténuse et uñ angle aigü ; en effet, l''hypoténuse OB est 
égale au rayon, soit 5 m. et l'angle aigu O, est la moi- 
iié de l'angle au centre donné : 


ο 
Ο, = —;— — 249, On est 


donc ramené au Premier cas 
de résolution des triangles 


rectangles (n° 77). 


En appliquant la formule du 
Fig. 62. — Calcal ἃ une 


sinus (formule 1), on évalue 
curuc. 


la demi-corde BC : 
BC = ἢ sin Ὁ, — 5 sin 24°, 


d'ou pour la corde demandée : 


AB = 2BC—=2RsinO, = 10 sin 349 = 
= 10 x 0,4067 = 4 m. 067. 


89 bis. Sans utiliser les triangles rectangles, ce résullat pou- 
γαῖ! être prévu en partant de la définition du mot sinus (n° 8). 
En effet, le sinus d’un angle aigu est; dans le osrcle de râyon 
égal à τ m.,la moitié de la corde correspondant à l’angle doubio. 

Comme nous évaluons ici la cordo d'un angle de 48°, nous 
devons prendre le sinus de l’arigle moitié, soit sin 24° = 0,4067. 
Le double de cette valeur est la longueur de la corde dans ur 
cercle de rayon égal à 1. Enfin, nous devrous encore multiplier 
par 5 pour avoir la corde correspondante dans un cercle de rayon 
R = 5 m. Finalement, on obtient bien : 


0,4067 X a X 8 = 0,4067 X τὸ — 4 τὰ. o67. 


Application à la Géographie. 
80. Cütamé äpplication praliquo de la question pré 
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cédente, nous allons résoudre un problème proposé 
par la Géographie. 

n sait que la Terre peut être assimilée à une sphère 
de rayon égal à 6371 kilomètres environ. De part et 
_d’autre de l'Équateur se trouvent les deux Tropiques, 


Fig. 63. — Calcul de l’épaisseur de la zone torride. 


qui sont chacun à une distance angulaire de 23027 de 
l'Équateur. 

Les deux Tropiques limitent entre eux la zone tor- 
ride et nous nous proposons de calculer l'épaisseur 
de cette zone. 

Sur la figure 63, nous constatons que ce problème 
est tout à fait analogue au précédent. Il s’agit de cal- 
culer la corde TT’ connaissant le rayon du cercle et 
_ l’anglesau centre correspondant à cette Corde. En con- 
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sidérant le triangle rectangle TIO et remarquant que 
ΤΊ" est le double de TT, nous avons pour l'épaisseur 


cherchée : 
TT' = 2TI = 2R sin O, — 2R sin 23027. 


Comme notre Table ne contient pas le sinus de 
23027, nous pouvons prendre par approximalion 
l'angle 23030’, très voisin du précédent. Nous aurons 


donc : 
TT’ — 2 x 6371 x sin 23030’ — 
— 2 x 6371 x0.3987 — 5 080 km. 


Calcul d’une flèche. 

91. Dans un cercle de rayon KR — ὃ m., on figure un 
angle au centre de 489. Cal- 
culer la flèche correspondante 
(fig. 64). 

On sait que la flèche est la 
porlion CD du rayon OD qui 
tombe  perpendiculairement 


sur la corde. Pour avoir cette 
longucur. il suffit de connaître Fig. 64. — Calcul d’ane 
OC puisque le rayon tont flèche. 
entier OD cst donné. 

Or, dans le triangle rectangle OCB, nous connaïis- 
sons l'hypoténuse, qui est le rayon, et nous connai» 
sons aussi l'angle O, qui vaut la moitié de 489, soit 


24°. C’est le même triangle que nous avons déjà con- 
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+ F « e 1 
sidéré au n° 89. On est alors ramené au Premier cas 


de résolution des triangles rectangles (n° 77) et, en 
appliquant la formule du cosinus (formule 4), on 
trouve : 


OC = ἢ cos 240 = 5 cos 240 = 5 x 0,9135 -- 4,5675. 


Pour avoir la flèche, il suffit de retrancher cette 
valeur de celle du rayon, d’où : 


CD = R—0C = 5 — 4,50675 == 0 m. 4325. 


Application à la Géographie. 

92. Pour voir une application pratique de ce pro- 
blème, prenons une queslion de Géographie voisine 
deccllo traitée plus haut. 

Nous allons calculer, 


es ἣν, 91e 


distance angulaire du 


Fig. 65. — Caleul de épaisseur pôle égale à 93097 (lig σ΄, 
de la Zone giaciauc. 


celte fois, l'épaisseur de 
la zone glaciale, sachant 
que les poiuts du cercle 
polaire, qui délimitent 
celle zone, sont à une 


65).Connaissantlcrayon 
de la Terre, on voit que ce problème revient à cal- 
culer la flèche PN, quand on connait Îc rayon du 
cercle et l'angle au centre ; c'est donc un calcul tout 
à fait semblable au précédent, 
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Nous évaluons d’abord ON dans le triangle rec- 
taugle ONG : 
ON = R cos 23027’. 
Prenons, comme nous l’avors déjà fait, l’angle voi- 
sin 23030’ ; il vient alors : 
ON = Rcos23030' — 6371 x 0,017] — 5812 km. 


I suffit maintenant, pour avoir la flèche, de re- 
trancher ce nombre de la valeur du rayon icrrestre 
soit : 

6371 — 5 812 — 529 km. 
L’épaisseur de la zone glaciale est donc de 529 km. 


environ. 


Autre application. 

93. Étudions encore un problème pratique qui 
achèvera de vous faire 
comprendre ces calculs 
de flèche et de corde, οἱ 
qui vous montrera, en 
méme temps, qu'on ren- 
contre fréquemment co 


genre de calcul dans Les 


queslions usuelles. 
“ . , . 4] ὍΣ. & l ᾽ « 
Un viaduc mélallique Fig. 66. Caleul du rayon et 
de la flèche d’un viaduc. 


a la forme d'un arc de 
cercle de G49; l'ouverture, c’est-à-dire ta corde, a une tun- 


queur de 120 m. Calculer le rayon et la flèche (Ba. 66), 
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Pour calculer le rayon R, nous nous servons du 
triangle rectangle AIO, dans lequel nous connais- 
sons deux éléments. L’angle aigu Ὁ, est égal à la 
moitié de 649, donc à 32° ; de plus, Le côté opposé AI 
est la moitié de la corde donnée, il vaut donc 
00 m. Nous sommes ainsi ramenés à la résolution 
d’un triangle rectangle connaissant un côté de l'angle 
droit ct l’angle aigu opposé : c’est le Second cas 
(no 79). 

Le rayon cherché étant l’hypoténuse de ce triangle, 
il nous suffit d'appliquer la formule (1) : 


ΑἹ 60 m. 60 


— me SO mm ie 


ΠΡΟΣ ἘΠ ΤΣ ΔΤ ΣΝ 


soit 113 m. environ. 

Connaissant le rayon et l'angle au centre, 1] est aisé 
d'évaluer la fléche en répétant exactement le calcul 
des deux exercices précédents. Le lecteur pourra 
s'exercer utilement à effectuer ce calcul. 

Pour varier, nous allons vous donner une autre 
méthode qui aura l'avantage de n'uliliser que les 
seules données du problème, sans se servir du résul- 
lat calculé pour R. Vous savez, en effet, qu’il est tou- 
jours préférable d'employer le moins souvent pos- 
sible un résullal calculé. 

En reprenant le triangle rectangle AIO, déjà consi- 
déré, il cst très simple d’évaluer l’autre côlé de 
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l'angle droit (voir n° 79); il suffit d'appliquer la for- 
mule de la cotangente (formule 8) : 
OI = ΑἹ cotg 329 = 60 cotg 329 — 
60 x 1,6005 — 96 m. 018. 


En retranchant cette valeur, soit 96 m., de celle du 


rayon, on trouve pour la flèche demandée : 
C1 = R— 96 — 113 m. —96 m. = 17 m. 


Aire du segment de cercle. 

94. Un scgment de cercle est la portion de cercle 
comprise entre un arc et sa corde. Vous avez appris 
en Géométrie plane à évaluer l'aire d’un tel seg- 
ment (1), mais la méthode suivie ex'geait l’emploi 
d'une Table de cordes el de 
flèches. Nous allons voir ici 
que nos Tables trigonomé- 
{riques nous permettent d’éva- 
lucr très facilement la même 
aire. 


Reprenons donc le pro- 


ὰ δὴ τῷ à 
vième déjà étudié en Géo- pig 67 -— Caleul de 
mélric plane : l'aire d’un segment de 


À War cercle. 
Soit à calculer l'aire du 


segment de 549 dans un cercle de 3 m. de rayon (fig. 67). 
Cette aire s'obtient en enlevant de l'aire du secteur 


(1) Voir : Pour comprendre la Géométrie plane, n° 206. 


| 
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correspondant l'aire du triangle AOB formé par la 


corde et deux rayons. Evaluons donc séparément 
l'aire du secteur ct l’aire du triangle. 

Pour avoir l'aire du secteur, il faut multiplier la 
longueur de l'arc par la moitié du rayon. Le calcul 


a été déjà fait en Géométrie plane : 


Circonférence x 54 2rRXx5 
Δ d Ὁ os nie ἐδ nn NOR τούς, D de. TE ον 
rc de 54 260 ποῦ 
2 x 3,1416 x 3 x 54 25 
CR RE ΒΟ ᾿ | À, 
360 2 m. 82; 
d’où : 


Aiïre du secteur = 2,8274 x _ == 


2 827A x à = 4 m2,2411. 


Considérons maintenant [ὁ triangle AOB. Son aire 
et égale à la moitié de la base mulliplite par la 


hauteur ou : 


aire triangle — ὩΣ x OI = IB x OI. 

1] faut donc évaluer les deux côtés de l’angle droit 
ΠῚ et ΟἹ du triangle rectangle OIB. Or, dans ce 
lriangle, nous connaissons l’hypoténuse qui vaul 

54 


3 in. et un anglé aigu égal à == -- 270; C'est donc 


2 
le Premier cas de résolulion des triangles rectangles 


(no 77). 
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En appliquant les formules connues : 
IB=Rsin270 = 8 sin 270 = 3 x 0,4540 — 1 m.2620 
ΟΙ = Rcos270 -- cos 270 = 3 x 0,8910 — 2 m.6730 


On a donc : 

aire du triangle — 1,3620 x 2,6730 = 3 m°,6406. 

Comme on vous l’a dit en Géométrie plane, le cal 
cul de celte aire relève bien de la Frigonométrie. 

Finalement, on obtient pour l'aire du segment : 
aire du segment = aire du secleur — aire du lriangle 

= 4 m°?,2411 — 3 m°,6406 = 0 m2?,6005. 
Ce résultat reproduit, à 0,005 près, celui de la Géo- 


métrie. 
Φ 


Côté d'u polygone régulier inscrit. 

95. Calculer le côté d’un polygone régulier de 9 côtés, 
inscril dans un cercle de 1 m. 
de rayon (fig. 68). 

L’angle au centre corres- 
pondant au côlé d’un poly- 
gone régulier inscrit s'oblient 
en divisant3609 par le nombre 


de côtés. Ici, on a : 


— gs = 400. Fig GS. Cuicu) du 
côté AB. 
Le calcul du côté cherché 


revient donc à évaluer une corde connaissant le rayon: 
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et l'angle au centre correspondant. C’est le problème 
que nous avons éludié au début de cette Leçon 
(n° 89). 

Il est inutile de détailler à nonveau le calcul. En 
considérant le triangle rectangle d’hypoténuse R = 


1 τὴ. οἱ d’angle nigu O, = LA va 200, on trouve 


-- 
L] 


pour la moitié de la corde : 
AC = R sin 200 = 1 x sin 200 — 0 m. 3420. 


Par suite, la corde tout enlière, c’est-à-dire le côté 
cherché, vaut le double, soit : 


O0 m. 3420 x 2 -- 0 m. 6840. 


Le côté du polygone régulier de neuf côtés inscrit 
dans un cercle de 1 m. de 
rayon vaut donc 0 m. 6840. 


Côté de l'hexagone régulier. 

96. En Géométrie plane, 
vous avez appris que lo côté 
de l’hexagonc régulier inscrit 
cst égal au rayon du cercle. 


Πρ, 69 — Calcul Au Nous allons vérifier ce résuliat 
côté dAB de l’hexa- 61. THE ΤΩΝ 
ἜΣ ΤῊΣ au moyen ἄ61ὰ Trigonométrie, 


ce qui aura, en outre, l’avan- 
tage de vous montrer un exemple de problème 
Liftéral. On appelle ainsi un problème où les données 


PROBLÈMES SUR LES TRIANGLES RECTANGLES 93 


sont représentées non par des chiffres, des valeurs 
numériques, mais par des letires, comme vous l’avez 
déjà vu en Algèbre, 

Calcuier le côté d'un hexagone régulier inscrit dans 
un cercle de rayon R (fig. 69). 

L'angle au centre relatif au côté de l'hexagone régu- 


licr s'obtient en divisant 3600 par 6, soit ne --- 600, 


ΠῚ suffit maintenant de refaire le calcul précédent 
en considérant le triangle rectangle ACO d’'hypoté- 


nuse donnée ἢ et d'angle aigu τὸς = 300. Le côté de 
ce triang le opposé à cet angle aigu, vaut : 


AC'2 Rein βού πὰ νεῖν ' 
7 2 


Le côté de l'hexagone étant la corde entière, vaut le 
double du résultat précédent, c’est-à-dire : 
᾿ς x 2=kR. 
4 


On retrouve très rapidement le résultat de la Géo- 
métrio , | 


97. On peut remarquer ici dans ce genre de calculs 
où interviennent des angles, combien la Trigonométrie 
cest supéricure à la Géométrie. Cette dernière, en effect, 
ne vous donnera le côté d’un polygone régulier ins- 
crit que dans quelques cas particuliers : hexago,ne 
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carré, triangle... et encore les méthodes suivies sont- 
elles assez compliquées, et variables d’un polygone à 
un autre. Au contraire, la Trigonométrie vous permet 
de calculer le côté d’un polygone régulier inscrit 
quelconque, au moyen d’une méthode uniforme, tous 
jours la même pour n'importe quel polygone et très 
simple à appliquer. 


Calculs d’apothèmes. 

98. Nous allons maintenant vous montrer que la 
Trigonométrie permet de calculer l’apothème d'un 
polygone quelconque. Ce calcul ressemblera beaucoup 
à ceux que nous venons de faire. 


99, Évaluer l'apothème d’un hexagone régulier de 
6 m. de côté (fig. 70). 

D'aprèsl’exercice précédent, 
on peut considérer un hezxa- 
wone régulier de 6 m. de côlé 
comme inscrit dans un cercle 
de rayon égal à 6 m. 

En considérant loujours le 


même triangle rectangle, où 
Fig 70. — Calcul de nous connaissons l'hypoté- 
f’apothème OC. 
nuse R = 6 τη. et un angle 
aigu 300, le calcul de l'apothème OC revient à celui 
du côté adjacent à l’angle connu (voir n° 77). 
OG = αὶ cos 300 — 6 x 0,8660 = 5 m. 196. 
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100. Pour üun polygone régulier quelconque, dont on 
connaît le côlé, sans avoir le rayon dü cercle circons- 
crit; on süivra une marche un peu diflérente. 

Caiculer l'apothème d'un décagone régulier de côté 
égal à 18 m. (fig. 71). 

L'angle au centre d’un déca- 


gone régulier vaut pt — 360. 


Dans le triangle rectangle 
OCA, que nous considérons 


ordinairement, nous connais- 


| RL? à AE B 
sons ün côlé de l’angle droit 
AG, quiest la moitié de celui Pise A bleue 
du décagone, soit 9 πὶ. De lapothème OC et du 


: rayon OA. 
plus, nous connaissons l'angle 


; 8 ὲ 
algu OPposé - — 189. Quant à l'apothème cherchée, 


c'est l’autre côlé de l'angle droit. Nous sommes donc 
ramenés au Second cas de résolulion des triangles rec- 
tangles (n° 79). 


On trouve pour l’apothème : 


OC = 9 cntg 180 — 9 x 3,0777 -- 27 νυ. 699 
OC ΣΥΝ: 


1) Voir : Pour comprendre la Géométrie plane, n® rar. 
} 9 


DURAND. — La l'rigonométrie. 7 
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Rayon du cercle circonscrit. 

101. Dans ce calcul, nous n’avons eu aucun besoin 
de la valeur du rayon du cercle circonscrit. Cc n'est 
pas que le calcul en soit difficile ct il serait lout aussi 
simple de résoudre le problème suivant : 

Trouver le rayon du cercle circonscrit à un décagone 
régulier de côté égal à 18 m. (fig. 71). 

Le rayon cherché est l'hypolénuse du triangle rec- 
tangle que nous venons de considérer. Nous avons 
immédialement, en appliquant la formule du sinus 
(voir n° 79) : 

7 sinig Sin1& 
Côté d'un polygone circonscrit. 

102. l’our terminer l'étude trigonométrique des 
polygonces réguliers, nous al- 
lons examiner le cas où l'on 
a affaire à un polygono cir- 
conscril. Comme les cülculs 
que nous allons rencontrer 


sont tout-à-fait analogues aux 


précédents, nous nous borne- 


Fig. 72 — Calcul du  rons à deux exemples. 


SALE Calculer le côlé d’un pentia- 
gone régulier circonscrit à un cercle de ὃ m. 2 de rayon 


(fig. 72). 


me 
re RD 


Sat) = 7 
- Ὁ = 


ST τος 
- “ 


EE .. ..:.---.--ς.Ἐ--- τ 
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Nous voyons immédiatement sur la figure que le 
côté cherché est le double de la longueur AC. Or, cette 
dernière est le côté d'un triangle rectangle dans lequel 
on connaît deux éléments : un côté de l’angle droit OC 
égal au rayon 8 m. 2 et l’angle aigu adjacent AOC; 


celui-ci vaut, en effet, la moitié de l’angle au centre d’un 


pentagone régulier soit Ἂν “800 ἊΝ A X 720 — 


5 2 
360. C'est donc le Troisième cas de résolution des 


triangles rectangles (n° 81). 
Pour avoir le côté du triangle rectangle, il suffit 
d'appliquer la formule de la tangente (formule 6) : 
AC = Rtg 360 = 8,2 tg 360 — 
8,2 x 0,7255 = 5,9577. 
Et le côté du pentagone cherché est le double de 


_cette valeur soit : 


5,9577 x 2 == 11 τὴ. 9154. 


Oa peut remarquer que le rayon du cercle donné 
n'est autre que l'apothème du pentagone. Le pro- 
blème que nous venons de résoudre pourrait donc 
tout aussi bien s'énoncer : 

Calculer le côlé d’un pentagone régulier dont l'apo- 
thème vaut 8 m.2. 


Rayon du cercle inscrit. 
103. Chercher le rayon du cercle inscrit dans un 
oclogone régulier de 30 m. de côté (fig. 73). 
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Puisque le raÿon du cerele inscrit n’est autré que 


l'apothème, on voil que ce problème est identique au 
“ suivant : 


104. Chercher l’apothème 
d'un octogone régulier de 30 m. 
de côlé. 

Cette question a été traitée 
un peu plus haut pour le dé- 


cagonce (n° 100). En Suivant la 


Fig. 73. — Calcul du marche indiquée, on trouve 


rayon OC. successivement : 
Angle au centre d’un oclogone : 


3600 
ie 
ὃ 
Apothème de l’octogone ou raycu du cercle circons: 
cril : 
OC = 15 cotg 22030’ = 15 x 2,1142 = 36 τη. 2135. 


104. Nous terminerons là l'étude des polygones 
réguliers et nous allons passer à une autre question, 
rencontrée aussi en Géométrie mais que la Trigono- 
métrie va nous apprendre à préciser : {a projeclion (Ὁ). 


Projection d’un segment. 
105. Considérons un scgment AB. Sa projection sur 


(:) Voir : Pour comprendre la Géométrie plane, n° 44. 


æ 


à 


RS ΜΗ 


ss 
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une droite ΔΎ s'obtient en abaïissant de À et de B des 
perpeudiculaires sur la droite : on obtient aïnsi AB’ 
qui esl la projection de AB sur XY (fig. 74). 


Longueur ce la projection. 
106 Calculer la projection d’un segment AB =: 30 m. 


B 
ed 8 
ἷ Ἀν | 
+ ' Ὁ À 
28° 
x TA ΨΥ Χ A B' Y 


Cig. 74, — ΔΒ’ est la pro- 
jectior du segment AB. 


Fig. 795. — Calcul de la pro- 
jection AB, 


sur une droite XY jaisant un angle de 280 avec ce 
segment. 

17 Cas. — La droite XY passe par le point A 
(fig. 75). 

La projection est alors AB’ et le calcul revient à 
résoudre le triangle rectangle AB'B dans lequel on 
connaît l’hypoténuse AB = 30 m. et un angle aigu 
À — 280 (n0 77) ; il vient aussilôt : 


AB’ = AB cos À — 30 cos 280 — 
30 x 0,8829 — 26 μι. 487. 


2e Cas. — La droite XY ne passe pas par le point À 
(fig. 76). 
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D CNECCAMENÉR PRE SEA ANNE ER SE ρου TE suffit de mener par le sommet À une pe. =sndicu- 


laire au plan horizontal ; cette perpendiculaire coupe 


ramené au cas précédent car on forme ainsi un | 
| le plan en À’ ct le triangle A’BC cest la projection du 


triangle rectangle AB”B identique à celui du 1° cas 
tilest bic 1 διό x , er ST 
GANG PE FREE triangle ABC. D'une façon générale, la projection 


AB” cest égal à I jecti ; 
est égal à la projection d'une figure quelconque sur un plan s’oblient en 


Δ᾽}. On a donc encore : 


| me ᾿ menant par chaque point de cette figure une per- 
' ᾿ A'B' = AB cos À = pendiculaire au plan : la figure formée par les points 
30 cos 28° — | d’interseclion conslitue la projection. 
30 x 0,8829 — 26 m. 487. + 
REA" Beer à Aire de la projection. 


107. On peut résumer ces 109. Reprenons le triangle déjà considéré ARC 


(fig. 78), que noùs appelle- A 


Fig. 76. — Calcul de la pro- 


TTC: résultals dans la règle sui- 


vanle : 

ne ε rons pour simplifier triangle 

La projection d’un segment sur une droite s'ob- Ρ P δ 
tient en mullipliant la longueur de ce segment par 
le cosinus de l’angle que forme 


ce segment avec la droite. 


T, et soit Ἅ le triangle que 
nous avons obtenu sur le plan 
LA | horizontal. 

Pour chacun deces triangles, 


l’aire s’évalue en multipliant 
Projection d'une figure plane. 


la moitié ἀδ᾽ lo has à 
108. Au lieu de projeter un il Ἰώ ἃ base par la 


Fig. 78 —- Calcul de 
x hauteur; or, L et T°’ ont la l'aire de la projection 
segment sur une droite, on | ù ΑΒΘ 

' même base BC; seules, les ᾿ 


peut aussi projeter une figuro 


hauteurs différent, de sorte que nous pouvons écrire : 
plane, parexempleun triangle, 


Fig. 77. — Projection 


ra 

sur un plan. Supposons, pour ( | 
I PP ΓΝ d’un triangle. | | ‘) 

| 

{ 


fixer les idées, que nous vou- 
lions obtenir la projection d’un triangle ABC (fig. 77) 
sur un plan horizontal passant par sa base BC ; il 
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qui sont issues des sommets À et À’, aboulissent au 
même point H de BC. De cette façon la hauteur du 
triangle Test la projection de la hauteur du triangle T. 
On peul donc calculer }' en appliquant la règle do la 
projection d’un segment (n° 107). 

Supposons que le plan du triangle T forme un angle 
de 489 avec l'horizontale ; cet angle est précisément 
pangle des deux hauleurs οἱ, d’après la règle 
connue, On ἃ : 

π᾿ — h cos 480 
ou : 
LIEC Τ᾽ -Ξ τ δ χΧ δ᾽ τῷ _ b x ἰι cos 489 
= aire T x cos 480 


Pour préciser, supposons que l'aire du triangle 
donné T soit 00 m?; alors, Faire de la projection est 
égale à : 
aire T’ =aire T x cos 489 — 60 χ 0,6691 = 40 m3,146. 

On voit que l'aire du triangle T° est inféricure à 
l'aire du lriangle T. C’est là un fail général : Paire 
d'une projection 651 toujours plus petile que l'aire de 
la figure qu’on projelle. 

On νοὶ! encore que si l’on projelte un triangle T 
sur un plan, l'aire de la projection est égale à Faire du 
triangle T multipliéc par le cosinus de l’angle que 


forment les deux plans. 


110, Il est clair que ce résultat est encore vrai pour 


ES De Ce Ses 


> 
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une figure plane quelconque, car il est Loujours pos- 
sible de décomposer cette figure cn triangles et d’ap- 
pliquer à chacun d’eux la règle précédente. Si la fi- 
gure csl limilée par un contour curviligne, comme 
un cercle, une cllipse, cela reviendra à la décomposer, 
en triangles infiniment petils et à effectuer un passag 
à la limite, selon la méthode infinitésimale. 


111. Finalement, nous pouvons énoncer la règle 
suivante, qui est tout à fait analogue à celle qui s’ap- 
plique à la projection d’un segment (n° 107) : 

Une figure plane élant projelée sur un plan, l'aire 
de la projeclion Ss'oblient en mullipliant l'aire de 
celle figure par le cosinus de l'angle que forment 
les deux plans. 


APPLICATIONS 


112. Voyons quelques applications de cette règle. 
Chercher la paleur d'un {er- 
rain, de A00 nË de super/icie, 
qui forme un angle de 140 avec 
l'hor'con. Le mèêèlre carré de 
surface ulile vaut 4 francs 


. Fig, 79. — Calcul du 
(Big. 79). prix d’un terrain en 
perle. 


La surface ulile d'un terrain 
se réduit à sa projeclion horizontale ; en elfel, {es 


plantations poussent verticalement et un terrain en 
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A 


pente ne peut contenir plus d’arbres, placés à une 
certaine distance les uns des autres, que n’en conlien- 
drail sa projection horizontale. 

Cherchons donc la surface utile, c’est-à-dire la pro- 
jection horizontale ; d’après la règle précédente 
(n° 111) : 

Surface utile ou projection horizontale = 
400 x cos 1409 = 400 x 0,9703 = 388 m°?, 12. 


La valeur demandée du terrain 
est : 


308,12 Χ 4 = 1 552,48 francs, 


soit 1.552 francs environ. 


Aire de l'ellipse. 

113. Nous ne vous redonne- 
rons pas la définition de l’ellipse 
que vous savez déjà. Remarquons 
seulement que l’ellipse peut s’ob- 
Fig 80. — Calcul  tenircomme section oblique d’un 

de Paire de l'el- cylindre (). De cette façon, on 
nr peut dire encore qu’en projelant 
l’ellipse sur le plan de base du cylindre, la projection 
obtenuc cst précisément le cercle de base (fig. 80). 


Supposons que la base du cylindre soib horizontale 
, 


(1) Voir : Pour comprendre la Géométrie dans l'Espace, n° 110. 
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etsoit Ὁ l'angle que forme 16 plan de l'ellipse avec 
l'horizontale. D'après ia règle énoncée plus haul 
(no 111),ona: 

aire cercle de base = aire ellipse x cos C-. 


Cherchons d'abord la valeur de cos GC. Dans le 
triangle rectangle BAC, nous conuaissons déjà l'hypo- 
ténuse : BC — 2a. De plus, un côté de l'angle droit 
nous est également connu, car AC est 16 diamètre du 
cylindre et ce diamètro est égal au petit axe de l’el- 
lipse, soit 2b. Nous sommes donc ramenés au Qua- 
trième cas de résolution (n° 83), d'où : 


Le cercle de base ayant pour rayon b, son aire vaut 
πῆ. En remplaçant celte aire et cos C par leurs va- 
leurs dans la première égalilé, on a : 

xD — aire cllipse x Ὁ 
α 
ou, en simplifiant : 


x b = aire ellipso x ἘΣ ἷ 
α 


Finalement, on retrouve bien la formule connue : 


aire ellipse = π αὖ. 


Application à la Géométrie dans l’espace. 
114. Pour terminer ces exemples d'applications de 
la Trigonométrie à la Géométrie, nous allons voir un 
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problème de Géométrie dans l’espace qui, sans avoir 
l'importance du précédent, nous montrera bien que 
le domaine de la Trigonométrie est illimilé el que 
celte science s'introduil naturellement chaque fois 
que les données contiennent un angle. 


115. Catcurer [6 vorume d'un cûne de révolution dont 
la base est un cercle de 
4 mètres de rayon, sachant 
que la génératrice fait avec la 
base un angle de 559 (fig. 81). 


Z On sait que le volume de 
4" 477 ce cône est donné par la for- 
mule : 


Fig. 81. -— Volume «d’un 1 
cône de révolution, V — F3: base x hautcur. 


Le calcul de la base est immédial, puisque c’est un 
cercle de rayon donné : 


base = π᾿λ3 x x 16: 

Quant à la hauteur du cône, elle conslilue un côté 
de l'angle droit d'un triangle rectangle dont on con- 
naîl l'autre côté 4 m, et l’angle aigu opposé 55°; par 
suite : 

h = 4 Lg 5509 = 4 x 1,4281 — 5 m. 7124. 


Finalement, le volume cherché est égal à : 


Ve eo nr x 16 x 5,7124 — 287 m°. 04. 


- 
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APPLICATIONS A L'ARPENTAGE 


Angle d’une voie ferrée avec l'horizon. 

116. Une voie ferrée présente une rampe de ἃ mm.7 
par mètre. Chercher l'angle que celle voie fait avec 
l'horizon (fig. 82). ς 

Dire qu'une voie ferrée pré- D ere ἡ 
sente une rampe de 8 mm. 7 a ER ὁ. 9107 
Β Οὐδ TARA 


par mètre, c'est dire qu’à unc 


dislance horizontale de 1 τῇ. Fig 82. — Calcul de 
l’angle B d’une voie 


correspond une différence de A 
ferrée avec lhorizon 


niveau de ὃ mm. 7 — 

O m. 0087. Le problème se ramène donc à la réso- 
lution d’un triangle rectangle dont on connaît les 
deux côtés de l'angle droit (Cinquième cas, n° 85) et 
l'angle demandé est donné par : 


6 a 20 m0 OUT ὡς 0,0087. 
C 1 
En cherchant dans la Table, on trouve que 0,0087 
est exactement la tangente de l'angle 0030? ; cet angle 


est celui que la voic ferréoe fait avec l'horizon. 


Distance de deux points d’après la carte. 

117. Sur une carte, on mesure, d'anrès l'échelle, la 
distance qui sépare deux points d’une même route 
δι l’on trouve 9000 mètres. Sachant que celte route 
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[αἰ un angle de 70 avec l'horizon, on demande quelle 
est, sur la route, la vraie distance des deux poinis 

(fig. 83). 
Sur une carte, la longueur mesurée correspond non 
au vérilable trajet qu'il faut 


B : 
δ: effectuer pour aller d’un point 
à un autre, maïs à la di 
no à | autre a distance 
0 ὃ. 9000" LA ὶ horizontale de ces deux points. 


He né 2. Coléul de la Le problème se ramène donc 

distance BC. à évaluer l’hypolénuse d'un 

triangle rectangle dont on 

connaît un côté de l’angle droit et l’angle aigu 

adjacent (Troisième cas, n° 81). Par suite, la vraie 
distance cherchée est : 


b 9 000 9 000 
EC τῆ 7. 100005 PACE 


Différence de niveau entre deux points. 

118. Délerminer la difJérence de niveau de deux 
points dont l'un C est situé en plaine et l'autre 1} 
sur une hauleur inaccessible. D'après la carte, la 
distance apparente de ces deux points est 150 m. et 
la distance zénithale de B, mesurée au grapñomètre, 
a élé trouvée égale à 759 (fig. 84). 

La distance zénithale d’un point est l'angle que fait 
avec la verticale ascendante le rayon visuel allant à ce 
point. Pour mesurer un tel angle, on se sert d’un gras 
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phomètre, sorte de rapporteur, qu'on dispose dans un 
plan vertical (ἢ). 

Le calcul de la différence de niveau æ revient à ré- 
soudre un triangle rec- | 
tangle dans lequel on Zénith B 
connaît un côlé de ù 
l'angle droit b= 190 m. 
οἱ l'angle aigu adjacent. 


RSS A 
En effet, l’angle CG du KRKKÉORKb: 150! NS 
δ 


triangle est le compié- 


à verticale 


ment de 759 οἱ 
OS ΤΉ par ἜΤ, de ln ait. 
conséquent ! rence de niveau æ = AB. 
00 —— 750 — 150. 
D'après le n° 81, on trouve : 
tæ=c=big Ὁ — 150 tg 159 — 
150 x 0,2679 — 40 m. 165. 


Hauteur d’une tour dont le pied est accessible, 
119. Pour évaluer cette hauteur, on mesure d'abord 
sur lo terrain une base horizontale, soit DE — 20 m. 
(fig, 85). Puis, avec un graphomètre disposé en E, 
on mesut: la distance zénilhale du sommet de la tour, 
soit 520, On voit ainsi que le problème se ramène 


exactement au même cas que le précédent : daus le 


(r) Dans la pralique, il est souvent plus aisé de mesurer direc- 
| {emont l'angle d'une certaine direction avec la verlicale que 
l'anglo formé par la même direction avec l'horizontale, 


[Ξ-.2-. ὕ 
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triangle rectangle BAC, on connaît un côté de l'angle 
droit b — 20 m. et l’angie aigu adjacent 
Ὁ — 900. 520 — 8380, Par suite : 
AB=c= big Ὁ — 20 1g 38° — 
20 x 0,7813 = 15 m. 6. 
Pour avoir la hauteur totale de la tour, il suffit 
d'ajouter à cette valeur la hauteur EC = AD du gra- 


Zénith 


Fig. 85. — Calcul de la hattteur DB d’une tour. 


phomètre. Si celle-ci est 1 m. 2, la hautcur demandéé 


est : 
15 m. 6 - 1 m. 2 — 16 m. 8. 


Hauteur d’un édifice dont le pied est inaccessible. 
120. Ce problème se rapproche beaucoup du précé- 
dent, mais il est un peu plus compliqué car nous 
aurons à considérer deux triangles rectangles au licu 
d'un seul. 
Supposons que l'on puisse prendre sur le terrain 
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une base EF (fig. 86) qui soil horizontale et dont le 
prolongement passe parle pied de la hauteur BD de 
l'édifice. On mesure celle base et l’on trouve : 


EF = 12 τη. 


D'autre part, on place un graphomètre aux points 
E et F et l’on mesure la distance zénithale du sommet 
de l'édifice. 

On peut alors considérer les deux triangles rec- 


D 


Fig. 86. — Calcul de la hauteur DB, 


tangles de sommet À, dans chacun desquels on con- 
naîl un angle aigu, qui est le complément de la dis- 
tance zénithale correspondante, et un côté commun : 


AB = x. D'après nos formules, on a : 
AG =" Acote 490, 
AC= <colg 59; 
d’où, en retranchant membre à membre : 
AC — AC’ = CC’ = x cotg 420 — x cotg 990; 
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és 


: con tue CC = EF = 12 m., il vient : 
BL» 


12 m. = x (cotg 420 — cotg 590) 


12 A ΤᾺ 
x = Tçolg 420 — cotg 590  1,1106 — 0,6009 
12 
=. 0,5097 ΞΞΞ 23 m,, 5. 


£nfin, pour avoir la hauteur totale de l'édifice, il 
sutlil d'ajouter à cette valeur la hautcur du grapho- 
mèlre, soit, par exemple, 


ln DE 
20 br Hem. 2— 21m 


Hauteur d’un avion. 

121. Deux observateurs, dis- 
lunts de 1 500 mèlres sur une 
même horizontale, mesurent 
οι au même inslant les angles 


+ 
C sous lesquels ils voient un 
4509... mi 


avion lorsque celui-ci traverse 
Fig 87 — Cucul de le plan verlical contenant ces 
l’altilude x = As d’un 


| observaleurs ; tls trouvent res- 
a ViON. 
peclivement 729 ef 85°. Quelle 

esl l'allilude de l'avion ? (fig. 87). 
Ce problème se résout par des considérations ana- 
logucs au précédent au moyen des deux triangles rec- 
angles ayant pour côté commun l'altitude cherchte % 


PROBLÈMES SUR LES TRIANGLES RECTANGLES 113 


et dans chacun desquels on connaît un angle aigu. 
Nous avons, en effet, dans chacun de ces triangles : 
b = x cotg 729, 
δ᾽ — xcotg 859; 
d'où, en ajoutant membre à membre : 
ὃ + δ᾽ τε 1500 = x coig 729 + x cotg 850 
et, finalement : 


Et 1500 Ont. 1200 


© —— —— 2 ΞΞ-.-----.----.--.--- 4 63 11. 
ταν 20 LE cols 850 03940 + 0,086 0/1 


Ici, il n'y a pas lieu de se préoccuper de la haulcur 
de l'appareil employé pour mesurer les angles aux 
points C et C’, car celle hauteur cst évidemment négli- 
gcable en comparaison de lallitude de l'avion. 


Vitesse d’un point de la Terre. 

122. Calculer, dans le mouvernent de rotalion de la 
Terre, la vitesse d'un point silué à Paris, sachant 
que le rayon terrestre est R — 6.371 km. et que la 
latitude de Paris est environ 49 (fig. 88). 

La latitude d’un lieu est l’angle formé par la verli- 
cale du lieu avec l'équateur, ou encore l'angle formé 
avec l'équateur par le rayon terrestre qui aboutit à ce 
lieu : 

AOP — 490. 

Pour trouver la vitesse demandée, nous allons com- 

mencer par chercher la longueur de la circonférence 
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décrite par le point P, situé à Paris, dans le mouve- 
ment de rotalion de la Terre autour de la ligne des 
Pôles. 

Le rayon r de cette circonférence s'obtient aisément 
cn considérant le triangle rectangle OO’P; dans ce 


Verticale 


Pole Sud 


Fig. $8. — Caleul de la vitesse du point P de la Terre, 


triangle, on connaît l'hypoténuse ἢ — 6.371 km et un 


. - Fe js « 
angle aigu P — 490 car P — 0,, puisque P et O, ont 


mênie complément : l'angle O,. Par suite : 
r = R cos 490 — 6371 x 0,6561 τεῷ 4180 km, 
La longueur de la circonférence est donc : 
2rr — 2 x 3,1416 x 4180 — 26263 km. 
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Cette longuour représente le chemin parcouru pat 
le point en un jour ou 24 heures ; la vilesse cherchée, 
c'est-à-dire le chemin parcouru en une heure, est 
par conséquent : 

26263 ἘΝ 
Diop 1094 km. à Fheure. 
Vitesse d’un navire. 

123. Un navire se dirige vers le Nord. À un ins- 

lan! donné, it voit ἃ l'ouest deux phares qui sont silués 


Nord 


PÈTE ΟΡ 
en 7 ἤἥἕἄξγφων»ρ «- ἃ 
FT 
La 


d'istsnce 


Sud 


Ei.g 89, — Calcul de la vitesse horaire du navire N. 


ὰ 18 km, l'un de l'autre. Après une heure de marche, 
ceux-ci apparaissent sous des angles respectifs de 620 
ei 410 avec la direction du Sud. Calculer la vitesse ho- 
raire du navire, en supposant sa marche uniforme 


(δ. 89} 
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Ce problème est analogue aux deux précédents. En 
considérant les deux triangles rectangles de sommet 
commun N et ayant comme côté commun la distance 
NN’ = % parcourue par le navire pendant une heure, 
on a les relations : 

d = x tg 620, 
d'= .x'\g 440; 
en retranchant membre à membre : 
α᾽ —d— 18 km. = x tg 620 — x tg 440 


et, finalement : 


* 18 18 
τ ἐς 690 Mg 416. τ 112807Ξ 09657 ᾿-. 
= 500 “Ξ 19 km. 672. 


Le navire parcourt donc environ 19 km. 67 à 
l'heure ; autrement dit, sa vilesse horaire est 19 km.67. 


APPLICATIONS Δ LA COSMOGRAPHIE 


Distance de Vénus au Soleil. 

124. Les astronomes ont noté que le plus grand écart 
angulaire entre la planète Vénus et le Soleil est environ 
460. Trouver la distance de cetle planèle au Soleil, sa- 
chant que celle du Soleil à la Terre est environ 
149 000000 km. (fig. 90). 

Vous savez que les planètes, comme Vénus, la 
Terre, sont des astres qui st meuvent autour du So- 


» «(ὧ 
— mn 
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lcil; dans ce mouvement, les planètes décrivent des 


_ellipses très peu allongées, qu'on appelle orbites et 


qu’on peut confondre, sans irop d'erreur, avec des 
cercles dont Ie Solcil 
occupe le centre. 
Quand on observe 
le plus grand écart 
angulaire entre Vé- 
nus et le Soleil, le 
rayon visuel qui se 
dirige vers la planète 
est tangent au cercle 


décrit par celle-ci. On 
a donc un triangle Fig. 90. — Caïeul de la distance x 
rectangle dont Vénus entre Vénus ct le Solci) 
occupe le sommet de l'angle droit, Dans ce triangle, 
on connaîl l'hypolénuse et un angle aigu, ce qui cor- 
respond au premier cas de résolution (n° 77). 

La distance cherchée est donnée par : 


æ — 149000000 sin 460 — 149000000 x 0,7193 
x = 107 millions de kilomètres environ. 


Rayon de la Terre à partir de la dépression de 
l’Yor5zon. 
425. Calculer une valeur approchée du rayon de ἣ 
Terre sachant que la dépression de l'horizon est 1030 
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pour un observaleur placé à une hauteur de 2.000 m 
au-dessus du niveau de la mer (fig. 91). 

Ce qu’on appelle dépression de l'horizon, c’est l’angle 
que fait avec l'horizontale un 
rayon visuel tangent à La sur- 
face de la mer. Il est clair que 
cet angle se reproduit au 
centre de la Terre, puisqu’on 
a deux rayons perpendicu- 
laires aux côtés de l’angle 
donné. 


Considérons le triangle rec- 
tangle BAC. On y connaît un 
angle aigu GC — 19030’ ; de 
plus, si Rest le rayon de la Terre exprimé en kilo- 
mètres, l’hypoténuse vaut R + 2 et un côté de l'angle 
droit est égal à R. Par suite, on ἃ: 


R = (ἢ + 2) cos 1030. 


Fig. 91. — Calcul du 
rayon KR de la Terre. 


En résolvant cette équation par rapport à R : 


R = KR cos 1930’ + 2 cos 10307 
R — ἢ cos 1030’ — 2 cos 1930” 
R (1—cos 1030’) — 2 cos 10807 
R — 2 cos 1030 ἐσ 2 x 0,9997 
1 — cos 1030” 1 — 0,9997 
… 19994 
0,0003 
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La valeur obtenue est un peu trop forte, car on sait 
que le rayon lerrestre moyen est 6571 km. On pour- 
rail d’ailleurs améliorer le résultal en Lenant compte 
de différentes causes d’erreurs, en particulier de la 
rélraction ; mais ce calcul suffit pour comprendre le 
principe de la méthode. 


Distance de la Terre à la Lune. 

126. Calculer la distance de la Terre à la Lune sa- 
chant que la parallaxe horizontale de celle derrière est 
97’ (fig. 92). 

La parallaxe horizontale de la Lune est l’angle sous 


Fig. 92. -— Calcul de Ia distance æ de la Terre à la Lune. 


lequel on verrait, de celle-ci, le rayon de la Terre. 
Connaissant ce rayon, dont la valeur moyenne cest 
6.371 kim., nous sommes ramenés à évaluer l’hypott- 
nuse d’un lriangle rectangle dans lequel nous con- 
naissons un côlé de l’añgle droil et l’angle aigu opposé 
(n° 79), Comme notre Table ne contient pas l’anrla 
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57', nous prendrons pour valeur approchée de la 
parallaxe 19, d'où : 


6371 0071 364.000 km. environ. 


πῶς sin 10  0,0175 


Pour évaluer de telles distances, au licu de prendre 
le kilomètre pour unité de longueur, les astronomes 
emploient plus souvent le rayon ἢ de la Terre. Dans 
ces conditions, on aurait ici : 


R R 
LR =. == δ R environ. 
sin 19 0.0175 
Et, comme la valeur de la parallaxe ἃ été prise 
égale à 1°, au lieu de 57’, on doit nécessairement 
trouver un résullal un peu trop faible. En réalité, la 


distance de la Torre à la Lune est 60 R. 


HUITIÈME LEÇON 


FORMULES DES TRIANGLES QUELCONQUES 


127. Peut-être le lecteur s’est-il étonné, en parcou- 
rant les Leçons précédentes, de trouver autant de 
pages consacrées aux triangles rectangles. C’est que 
la Trigonométrie est, avant tout, l’étude de ces trian- 
gles, et cela ne doit point surprendre si l’on réfléchit 
que la définition des lignes trigonométriques fait 
toujours intervenir un lel triangle : en réalité, un 
sinus, un Cosinus, une langente sont des côlés d’angle 
droit. En outre, les applications pratiques de la Tri- 
gonomètrie conduisent à résoudre des triangles rec- 
tangles bien plus souvent que des triangles quel- 
conques. L’élude même de ces derniers, que nous 
abordons maintenant, loin d’être indépendante, sera 
une véritable application de ce que nous venons d'ap- 
prendre. Aussi, est-il indispensable, avant de conti- 
nuer, de posséder parfaitement ces premières Leçons 
et nous vous engageons à relire altentivement les par 


Ξ- 
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ties Iles plus importantes, en parliculicr les règles et 


les formules. 


Lignes trigonométriques d’un angle obtus. 


128. Dans tout ce qui précède, nous n’avons eu à 


considérer que les angles aigus, car ce sont les seuls 
qui interviennent comme données ou inconnues d’un 
triangle rectangle. Mais avec un triangle quelconque, 
il peut s’inlroduire un angle oblus et il y a lieu de 
voir, dans ce cas, ce que deviennent nos lignes trigo- 
nomélriques. 


Sinus d'un angle obtus. 
129. Soit un angle égal à 1420. En opérant comme 


pour un angle aigu (n° 8), nous prenons le mètre pour 


Fig. 93. — Sinus d’un angle obtus, 


unilé de longueur et nous lraçons une circonférence 


de À m. do rayon ayant pour centre le sommet de 
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l'angie (fig. 93). Alors la perpendiculaire PM abaïis- 
sée du point M sur le prolongement de l’autre côté de 
l'angle sera appelée le sinus de l’angle obtus AOM 
= 1420, La définition du sinus d’un angle obtus cst 
donc tout à fait analogue à celle qui ἃ servi pour un 
angle aigu. 

Mais cela ne suffit pas. Il faut encore trouver la 
valeur exacte de ce sinus, et les Tables {rigonomé- 
lrigues ne font pas mention des angles obtus. C’est 
donc que leurs lignes doivent pouvoir s’obtenir à 
partir de celles des angles aigus. 

En effet, menons par M une parallèle au diamètre 
de manière à former un angle aigu ayant même sinus 
que 1420. Cet angle aigu O, est évidemment le même 
que l’angle O,;ilest, par suile, égal au supplément 
de 1420, car on ἃ: 


1420 + Ὁ, -- 1420 + Ὁς -- 2 droits ou 1800, 
d’où : Ô, — 1800 — 1420 — 380, 
En définitive, on peul écrire : 
sin 1429 — sin 380. 


Pour avoir le sinus de notre angle oblus, il sullit 
do®- de chercher dans les Tables celui de 389, d’où : 


sin 1420 — 0,61957. 


En règle générale, on peut dire : deux angles sup- 
plémentaires ont toujours le même sinus; ce qu’exprime 
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la formule suivante, où a représente un angle quel- 
conque, aigu ou obtus : 


sin (1809 — a) = sin a. 


Cosinus d’un angle obtus. 

130. Considérons à nouveau un angle obtus de 1420. 
En traçant le cercle trigonométrique ayant pour 
ceutre le sommet de cet angle et pour rayon 1 m., 
on oblicnt (fig. 94)) la même figure que plus haut 


P- Cos 142° O Los 38° 


Fig. 94. — Cosinus d’un angle obt 18. 


(n£ 129). Dans cette figure, le segment OP est appelé 
Ie cosinus de l'angle donné AOM. 

Pour oblenir la valeur de ce cosinus, opérons comme 
pour le sinus et considérons l’angle aigu supplémen- 
taire, c’est-à-dire 38°. D’après la figure, il est évident 
que OP = OP’; seulement, ces deux longueurs ne 
sont pas tout-à-fait identiques, car les points P et l” 
sont situés de part et d’autre du centre O. Pour mar- 
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quer celle différence, nous conviendrons de considérer 
comme positives les longueurs portées à droite de O, et 


comme négalives les longueurs portées à gauche de O. 
Avec celle couvenlion, nous écrirons : 


cos 389 — + 0,780, 

cos 1420 — — 0,7860, 

soit : 
cos 1420 — -— cos 380, 

Pour avoir le cosinus d’un augle obtus, 11 suflira 
donc de chercher, dans les Tables, le cosinus de l'angle 
aigu supplémentaire οἱ d'affecter cetle valeur du 
Signe —. 

D'une façon générale : {es cosinus de deux angles 
supplémentaires ont des valeurs opposées (c'est-à-dire 
égales et de signes contraires), ce qu'on exprime par 
la formule suivante, où a représente loujours un 
angle quelconque, aigu ou obtus : 


cos (180° — a) = — cos a. 


Tangenie d'un angle obtus. 

131. "οι" définir la tangente trigonométrique de 
notre angle oblus 1429, il suflil, comme pour un angle 
aigu, de tracer le cercle trigonométrique ayant pour 
rayon 1 m. ci pour centre le sommet de l'angle 
(fig. 95); puis, par le point À, on mène la tangente à 
la circonférence jusqu'à ce qu’elle rencontre l’autre 
côté de l'angle; la longueur AT est la langente de 1420. 
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Pour connaître la valeur de cette tangente, nous 
considérons, comme précédemment, l’angle aigu sup- 
plémentaire de 1420, soit 380. Dans la figure, on voit 
aussitôt que AT — AT’, car les deux triangles rec- 
tangles OAÂT et OAT” sont égaux. Mais les points T et 


L'ig. 95. — Tangente d’un angle obtus,. 


et 7’ étant silués de part et d'autre de À, nous con- 
vicodrons, pour distinguer ces deux lonzucurs, de 
prendre comme posilive celle qui est portéc au-dessus 
de αὶ et comme négalive celle qui est portée au-dessous 
de A. Avec celle convertion il vient : 

te 380 — + 0,7S13, 

tg 1420 -- — 0,7813, 
d'où : tg 1420 = — ig 380, 
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Nous aboutissons, pour nos deux angles, à la même 
correspondance que pour le cosinus ; il suflira donc, 
pour obtenir la tangente d’un angle obtus, de cher- 
cher dans les T'ables, la tangente de l’angle aigu sup- 
plémentaire et d’affecter cette valeur du signe ---, 

En règle générale : les tangentes de deux angles sup- 
plémentaires ont des valeurs opposées, ou : 

tg (1800 — a) = — ig a. 


Cotangente d'un angle obtus. 
132. Après ce qui précède, il est aisé de définir la 


Fig. 96. — Colangente d’un angle obtus. 


cotangente de l’angle oblus 1420, par analogie avec 
celle d un angle aigu. 

En traçant la figure ordinaire (fig. 96), la cotan- 
gente de 1420 sera représentée par le scgment δ, 
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En considérant toujours l'angle supplémentaire 38°, 
il est clair que BS τὸ BS ; et, comme ces deux lon- 
gueurs sont porlécs de part ct d'autre du point B, 
nous les distinguerons l’une de l’autre en comptant 
posilivement celle de droite, ct négativement celle de 
gauche. Par suite : 
cotg 389 — + 1,2799, 
cotg 1420 — —— 1,2799, 
d’où : cotg 1420 — — colg 380. 
On peut donc répéter, pour la cotangente, ce qui a 
été dit pour la tangente : {es cotangentes de deux angles 


supplémentaires ont des valeurs opposées, ou : 
cotg (1809 — a) = — colg a. 

Au n° 68, nous avons appris, pour un angle aigu C, 

la relation : 
cote Ci πὸ : 

Cette même relation subsiste lorsque l'angle C est 
obtus. 1] sufflit, pour s'en assurer, de considérer Îles 
triangles semblables OBS et TAO (fig. 96), dont les 


côtés sont parallèles deux à deux ; ce qui donne: 


BS ΟἹ 
ODA AE NT 
: colg 1420 _ 1 
PU 1 142 ? 
1 
QE ar 
cotg 142 τῷ 142 
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Celte égalilé étant vraie pour un angle obtus quel- 


conque, on a, quel que 5010 l’angle a aigu ou obtus : 


colg a = ga 
Règle unique. 5 

133. Tous les résultats précédents se résument dans 
cette règle unique, très simple à appliquer : 

Pour deux angles supplémentaires : 

les sinus sont égaux ; 
les cosinus, langenle el colangente ont des va- 
leurs opposées. 

Il découle de cette règle qu’on ne connaît pas par- 
faitecment un angle de triangle quelconque quand on 
possède son sinus, puisqu'un même sinus correspond 
à deux angles supplémentaires ; par contre, la con- 
naissance d’un cosinus, d’une tangente ou d'une 
colangente fournit sans ambiguïté la valeur de l'angle 
correspondant. 


Formules des triangles quelconques. 

134. Abordons maintenant l'étude proprement dite 
des triangles quelconques. A l’aide des formules con- 
nucs, nous allons pouvoir établir deux groupes de 
relations qui nous scrviront constamment dans la 
suite. Mais, pour la recherche do ces relations géné- 
rales, nous devrons toujours disiinguer deux cas, sui- 
vant que le triangle étudié possède ou non un angle 
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obtus ; on vient de voir, en effet, que certaines lignes 
trigonométriques d’un angle oblus sont négatives, et 
il yaura lieu de tenir compte de ce fait. 


Problème. 

185. Résoudre un triangle dont on connaît deux 
angles B τ 480 e& C — 570, ainsi que le côté 
c — 30 m. (fig. 97). 

Calcul de l'angie A : 

La somme des angles d’un 
triangle élantdeux droites.ou 
1800, on a : 


À + B + C = 1800: 


et comme : 


Lig. 97 — Résolution 
d'un triangle quel B + (ἃ τὸ 480 + 570 — 1050, 
» : calcul ἃ LUE . ; 
RAT CRE κων il vient pour l'angle inconnu : 


À = 1800 —- 1059 — 750. 
Calcul du οὐ ἢ : 


Considérons le triangle ABB (fig. 97) situé à gauche 
de la hauteur À; on y connaît l'hypoténuse ç — 30 m. 
et un angle aigu B τὸ 489, d’où (formule 1): 
h= c sin B = 30 sin489— 30 x 0,7431 — 22m.2983. 

Par ailleurs, en considérant l’autre triangle rec- 
Langle silué à droile de la même hauteur, on peu 


écrire la relation analogue : 


ἢ πο bsin ἃ = b sin 570 = 0,8387 ὃ. 
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ΤΊ suffil d'égaler ces deux valeurs de ἢ pour en tirer 


celle de b : 
0,8387 ὃ — 22,293 


223298 
Ὁ.3387 26 m. 580. 


Calcul du côté a : 
Pour évaluer le troisième côté 4, nous suivrons la 


b — 


même marche que précédemment en tenant compte 
de la valeur trouvée pour 
Vangle A. δ 

Retournons notre triangle 
de manière à meltre l'angle 
B au sommet (fig. 98); nous 
oblcnons ainsi la même dis- 
position que pour le calcul 
de b. 

Le triangle rectangle ΠΑ 


C 
situé ἃ gauche de la hau- \ 
ù δ Fig. 98 — Résolutior 

teur π᾿ donne : d’un triangle quel- 

ΤΣ ὲ ti Ὄ Fo — conque : calcul du 
ἢ c sin À — 30 sin 75 te 

30 x 0,9659 = 28 m. 977. 

De même, dans l'autre triangle rectangle, situé à 
droite de la même hauteur : 


LU En . 
π᾿ τε asin C — a sin 570 — 0,8387 a. 
En égalant ces deux valeurs de π᾿, 


0,8387 a — 28,977 
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d’où : 
28,977 


O = 0,8287 — 34 τη. 669. 


Formules des sinus. 

136. Cet exemple suffit pour montrer la possibilité 
d'établir unc relation générale qui contiendra les sinus 
À des angles du triangle. 

1er Cas. Le triangle consi- 
᾿ b déré n'a pas d'angle obtus 
(18-00) 

Ce cas est précisément celui 

B H il La F 
du problème précédent. 
Fig. 99 — Formules 
des 5115. pour un Le 4 , 
triangle n'ayant pas Suivic. il est aisé de voir que 


d’angie obtus (fre for- 
mule). 


En reprenantla marche déjà 


lcs deux triangles reclangles 
situées de part et d'autre de 
la hauteur À donnent successivement : 
(triangle 1) : h — csin B, 
(triangle 2) : h — b sin C, 
d’où en égalant ces deux valeurs de À : 
b sin C — csin B. 

Cette relation est celle qui nous a servi plus haut 
pour le calcul du côté ὃ. On l'écrit habituellement 
sous une forme plus symétrique, en réunissant les 
mêmes lettres dans le même membre : 


ere (1) 


FORMULES DES TRIANGLES QUEI.CONQUES 133 


Dans le problème précédent, nous avons, pour éva- 
luer le côté a, retourné le triangle. Faisons de même 
ici (fig. 100). Alors nous retrouvons notre disposition 
habiluelle et les deux triangles rectangles situés de 
part el d'autre de la hauteur ἢ 
nous donnent encore : 


(triangle 3) : μ᾽ = csin À, 
(triangle 4):  h’—asinC; 


de 


par suile, en égalant ces deux 
valcars de }r : 


3 
ΞΕ τ 5 
9: 


din GC —=/CcSin 
Fig, 100. 


ce qui est bien l'égalité uti- 
lisée dans le problème pour le calcui du côté a. 
En écrivant cette égalité sous forme symétrique, on 
obtient : 
a C 
DT AURA Rs 7 Ὁ 2 
Sin À sin C (2) 


On constate que les relalions (1) el (2) ont en com 


ς ἌΣ ΡΣ 
mun le Lerme ç qui permet de les réunir : 


sin 
EN TER 
ΘΛ SIN DT Ten Ce 
2° Cas. — Le triangle possède un angle obtus (fig. 


101). 
Il est facile de voir que la formule précédente n’est 
pas allérée. 
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L'angle obtus étant, par exemple, l'angle B, nous 
considérons les deux triangles rectangles ANHB et ἈΠῸ 
qui donnent successivement! : 


ἢ = csin DB; 
== b sin C. 


Or, l'angle B, du triangle étudié a même sinus que B,;, 


St SES > 


Fig. 101. 


car B, et B, sont supplémentaires (n° 129). Par suite, 
nous avons bien, comme dans le 1er cas : 


h= çcsin B, — bsinC, 


ou, en écrivant B à la place de B,, pour indiquer qu'il 
s’agit d'un angle du triangle considéré : 
SE 
sin B sin C' 
On voit que, pour un angle obtus, le calcul ne met 
en jeu quo le supplément de cet angle ; notre formule 
ne contenant que des sinus, il s'ensuit qu'elle n’est 


pas modifiée. 


mé LA 
“+ L 
+2 Le: 


“πον 
| 


Re “ὉΠ ἘΣ 
Frs 
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Finalement, nous avons pour n'importe quel 
t'iangle, la relation double : 


a b TC 
CRE PV _ COURT --ς ὦ 
sin À sin B sin (ἃ 


Cette relation, très importante, constitue le 1er 
groupe que nous avions en vue (n° 134) ; nous appel- 


lerons ce groupe : formules des sinus. 


Formules des cosinus. 

137. Pour chercher notre second groupe, qui cons- 
tituera les formules des cosinus, nous allons calculer 
géométriquement le  côlé 
d’un triangle quelconque 
lorsqu'on connaît certaines 
données. Ce calcul sera très 
simple, car il reposera sur 
le théorème de PyTnaA- 
GORE, mais, comme tou- 


Fig. 102. 


jours, il faudra distinguer 
deux cas, suivant qu'on a affaire à un angle aigu ou 
oblus. 

1er Cas. — Le triangle ne possède pas d'angle obtus 
(fig. 102). 

Proposons-nous d'évaluer le côté a. Nous remar- 
quons d’abord que a 681 l'hypoténuse d’un triangle 
reclangle de côtés ἢ οἱ a’, ce qui donne : 


a = 3. a; 
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puis nous calculons séparément ἢ et a?: h? dans 
l'autre triangle rectangle, a’? à partir de l'égalité 
ad = C—- ὑ". 

Les transformations de notre calcul se résument 
clairement dans le tableau suivant : 


2 ( h2 ou b? — δ᾽ 
| + a? ou (ε-- b’}" ou € + bp? cb 
Total: = ἢ + a’? ou D? + € — 2 cb, 


c'est-à-dire : 
α το + οἷ -- ὃ cb. 

Or, δ᾽ 68} la projection du οὐϊό b sur le côté c, de 
sorte que la relalion qu'on vient d'oblenir se traduit 
par οοἰίο règle : 

Dans un triangle quelconque, le carré d’un côlé op- 
posé à un angle aïgu est égal à la somme des carrés des 
deux autres côlés moins le double produit d’un de ces 
côlés par la projection de l’autre sur lui. 


138. 1} s’agit maintenant de transformer notre rela- 
tion en formule trigonométrique no contenant que Les 
côtés et les angles du triangle. Pour cela, nous nous 
rappelons (n° 107) que la projection δ᾽ du côté b est 
égale au produit de b par le cosinus de l'angle Δ : 

δ᾽ — b cos A. 

En rempiaçant δ᾽ par sa valeur dans l'égalité précé- 

dente, on obtient enfin la formule cherchée : 
Œ = b? + cc — 2 bc cos A. 


deux côtés : b—20 m.,c= 33m. 
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Application. 


139. Avant d'aborder le 29 cas, celui d’un angle 


oblus, voyons immédiatement ἀπὸ application de 
cette formule. 


Dans un triangle, on connaît 


el l'angle compris entre ces 
côlés À — 570, Calculer le côte A C-33" B 
a (fig. 103). 

En remplaçant les lettres 


par leurs valeurs dans le second membre de notre 
formule : 


Fig. 103. 


= DP+ cd —2pbccos À, 
on trouve : 


a — (20)? + (33)? — 2 x 20 x 33 cos D70 
a — 400 + 1089 — 718,87 

a = 770,13 

a = 770,13 = 27 m.7. 


140. 2° Cas. — Le 
triangle possède un 
angle obtus (fig. 104). 

Évaluons le côté a 
opposé à l'angle oblus 


A. En suivant la 
A 
même marche que 
Fig. 104. Ϊ 
pour un angle aigu, 
nous remarquons d’abord que a est l'hypoténuse 


em 
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d’un triangle rectangle de côtés ἢ et BH — € + δ᾽, ce 
qui doxne : 
= + BU h + ie + by 

Ensuite, on évalue kR? «uns le ir angle rectargle 

CIIA, ce qui conduit au tableau suivant : 
re ou b?— "᾽2 
+ BH ou(c + D} où € + b? + 2 cb 


Total: a? = 2 + BI ou D + € + 2 cb’, 


αὐ — 


soit : 
& = BB +4 @ +02 cb. 

Comme δ᾽ est la projection de ἢ sur le côté c, la 
relation précédente se traduit par cetle règle : 

Dans un triangle quelconque, le carré d'un côté op- 
posé à un angle obtus est égal à la somme des carrés 
des deux autres côlés plus le double produit d’un de ces 
côlés par la projection de l'autre sur lui. 


141. Transformons maintenant notre relation en 
formule lrigonométrique, Pour cela, nous évaluons la 


projection b’ selon la règle connue (n° 107) : 
δ᾽ = bcos À.. 


Mais À, n’est pas un angle du triangle étudié ; c’est 
le supplément de À, qui. Jui, appartient bien à notre 


triangle : 9r, on a vu (u° 130) que les cosinus de 
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deux angles supplémentaires ont des valeurs oppo- 
sées, d’où : 


cos À, = — cos À,, 
ebs 


δ᾽ = — δ cos Δ. 
En transportant cette valeur de δ᾽ dans l'égalité : 
= bp? + © + 2 cb’, 
il vient : 
dd = D? + © —2 bccos À, 
et l'on retrouve exaclement la méine formule que 
pour le premicr cas : 


αΣ --- br + ce — 2 bc cos À, 


où À désigne l'angle du triangle étudié. 


142. En recommencant le calcul successivement 
pour le côlé bot pour le côlé c, on obliendrait deux 
autres formules analogues; ces formules sont d’ail- 
leurs faciles à déduire de la première en y permutant 
les leltres α, b, c: 


D = © + a — 2 ça cos B, 
= dd + b—2abcos C. 


Ces trois formules sont valables pour n'importe 
quel triangle, possédant ou non un angle obtus. Nous 
les appellerons : formules des cosinus 

Il est à noter que, si uous avons dû distinguer deux 
cas pour la recherche de nos formules, celles-ci sont 
les mêmes, que l’angle soit aigu ou obtus. 
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Tableau. 

143. Pour terminer cette leçon, nous ne pouvons 
micux faire que vous remettre sous les yeux les for- 
mules précédentes qui sont d’une importance capitale 
et doivent être sues par cœur. 


Formules des sinus ὃ 


a b C 
-»--:- ΞΕ — = À = 
sin À sin B sin C 


Formules des cosinus : 
a — 3 + c? — 2bc cos A 
b? = ο5 + δὲ — 2ca cosB 
ci — ἃ + b? — 2ab cos C. 


NEUVIÈME LEÇON 


PROBLÈMES SIMPLES 
SUR LES TRIANGLES QUELCONQUES 


144. Nous allons étudier, dès maintenant, quelques 
problèmes pratiques dont la solution se ramènera au 
calcul d’un élément, angle ou côlé, d'un iriangle 
quelconque dont on connaît 
certains autres éléments. 


Surface d’un triangle, 
145. Chercher ia surface d'un 
triangle dont on connaît deux 


côlés b = "35m, c=20 n:. el 
l'angle compris entre ces côlés 
À = 530 (fig. 105). 


Nous savons que la surface d’un triangle est égale 


Fig. 105. 


au demi-produit de la base D par la hauteur A : 


1 
S = ὧν bh. 


jm 


-----ἕ : 
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Or, dans le triangle rectangle AIIB, nous avons : 
ἢ = c sin À — 26 sin 530. 


Par suite, en remplaçant À par sa valeur dans l’ex- 
pression de 5: 


= oh = Désir En ΕΣ: x 26 x 35 sin 530. 


Ca 
Ζι 


S — εἰ x 26 x 35 x 0,7986 -- 363 m2, 36. 


146. La formule qui donne la solution de ce pro- 
blème : 


est importante à retenir. On l’exprime par la règle 
suivanLe : 

La surface d'un triangle est égale au demi-produit 
de deux côlés quelconques par le sinus de l'angle com- 
pris entre ces côlés. 

Cette règle peut servir à la solution de problèmes 

A un peu plus compliqués que 
le précédent : 
7x 147. Problème. — Évaluer 
B @-42"5 C la surface d’un friangie dans 
lequel on connait un côlé 
a — 42 m. 5 οἱ les deux angies 
adjacents B = 339 el C = 610 (fig. 106). 


Fig. 106. 
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En considérant les deux côtés ἃ et ὃ, la règle qu'on 
vient de voir nous donne : 


S — τὰ ab Sin C 


5. Ἐς — x 42,5°x b x sin 015. 
Il reste à calculer séparément le côté b qui n’est pas 
donné. Or, la formule des sinus : 


I ONE 
sin B sin À 
fournit : 
ὃ ἴω = 
sin 330 sin À ? 
ct, comme α = 1800- -(B + δ 8 1800 — 940 --- 809, 
1} vient : 
425 51} 3ac 


--- 
πὸ ss «.-ἕ = 


12 5 5 + 0,416 
SE 00 TE MIO ITR AE 


En rempiaçant ὃ par cette valeur dans l'expression 
obtenue plus haut pour la surface $, on trouve : 


ve x 42,5 x 23,20 x 0,8746 — 431 m°, 18. 


Surface d’un polygone. 

148. Pouc ἐν! ον la superficie d'un terrain polygo- 
nal, on peut le décomposer en triangles; on mesure 
alors, dons chacun de ces triangles, deux côlés et 
l'angle compris entre ces côtés. 

Supposons qu'on dit affaire au terrain dont on ἃ 


DURAND. — Le Trigonométrie. 10 
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représenté le croquis ci-contre (fig. 107). Calculons la 
surface de chacun des triangles ainsi formés : 


Sur]. ABC τῷ ; 
1 
ΣΧ 143 x 268 x 0,5664 -- 10 853 τη, 


x 143 x 268 sin 34030 — 


Surf. CAD — _ x 268 x 306 sin 210 — 
77 * 268 x 306 x 0,3584 — 14 696 me. 
Surf. DAE = ἦς x 306 x 214 sin 440 — 


1 
5 X 305 x 214 x 0,6947 — 22 746 m?, 


Fig. 107 


En faisant la somme de ces trois triangles, on ob- 
tient la surface du terrain polygonal : 


10853 m? - 14 696 m? + 22 746 m2 — 48 295 ma. 
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Hauteur d'une montagne. 
149. Nous avons évalué déjà (n° 120) la hauteur 
d'un édifice inaccessible en nous servant d’un triangle 
rectangle. Maïs la méthode suivie supposait essenticl- 
lement que l’on pouvait prendre sur le terrain une 
base horizontale dont le prolongement passait par le 
picd de la hauteur. Or, cette condilion est rarement 
remplie ; le choix d'une C 
base bien horizontale est 
toujours une chose dé- 
licate et, en général, 


quand on ἃ trouvé une , 
telle base, elle ne passe !}/7Z 
pas par le pied de la "7 
hauteur à déterminer. Il 
y a donc licu de revenir A 


sur ce problème οἱ de ΣΝ 
τς. ὥ. 


l'étudier au moyen des 
δ Calcul de la hauteur ἢ, 


triangles quelconques. 

Pour trouver la hauteur d'une montagne au-dessus 
de la plaine environnante (ig. 108), on a considéré le 
triangle rectangle vertical APC, P élant le pied de la 
hauteur. Dans ce triangle, on a pu mesurer seule- 
ment l'angle ἂς — 319 (par exemple, au moyen d'un 
graphomètre placé en À et donnant la distance zéni- 
thale du sommet C : cette distance zénithale est le 


complément de À,). D'autre part, la base horizontale 
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est AB — 350 m. ct, dans le triangle oblique ABC, ou 


a mesuré 105 deux angles à la base : 
A —1809"eL 1} Ξ-Ξ 700. 


Dans le triangle rectangle vertical, la hauteur cher- 


chée est donnée par : 
ἢ = ACsin Ἂς = b sin 310. 


I reste donc à calculer le côté b du triangle ABC. 
Or, dans ce triangle, nous connaissons les trois 
angles, car : 


C — 1800 — {A + B) — 1800 -— (800 + 700) 
— 1800 — 1650 — 150. 


Par suile, en appliquant la formule des sinus : 


δα Ὁ 


sin B sin C ? 
il vient : 


εἰ αἱ CSin D 850 .x sin 790 
sin C Si 1790 1 
κα δι 
— «990 x 0,9816 _ 1297 m. 51. 
0,2588 


En remplacant b par sa valeur dans l'expression de 


la hasteur : 
h — 1927,51 sin 319— 1327,51 x 0,5150 — 683 m.66. 


La hauteur cherchée est donc environ : 


— 683 m. 
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Distance d’un point inaccessible. 

150. Soit à calculer la distance du point À à un point 
C, inaccessible (fig. 109). Pour cela, on mesure une 
base AB = ς τῷ.’ 110 im. 
ainsi que les deux angles 
À = 52030' et B — 660 
du triangle ABC. 

Dans ce triangle, on 
connaît alors les lrois 


angles, car : 


CM AD) 


1800— 118030 —61030.  y1g. 109. —Calculde la distance 
AC = x. 


Pour obtenir la dis- 
tancexz = b, il 50 {Π| d'appliquer la formule des sinus : 
b ὃ 


sin B' sin 0 Ὁ 


ΟἹ ὃ 
PC SUN ὁ τ T0 2-2 
sin  Ÿ -sint 980! 
, C 
= LU κα 0,915  ji4 mn 31 
0,010 


Par suite, la distance cherchée est environ : 
x == 114 m. 
Distance de deux points inaccessibles. 


151. Ce problème est un peu plus compliqué que le 
précédent; il s’agit de chercher la distance de deux 
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points C et D, ces points étant tous 165 deux inacces- 
sibles (fig. 110). 

On commence par mesurer sur le terrain une base 
AB = c — 272 m., puis on mesure au graphomètre 
les angles À — 730 et ἢ, τὸ 480. Alors, en opérant 


Fig, 110. — Calcul de la distance C D = x. 


exactement comme dans le problème précédent, on 
évalue la distance de À au point inaccessible C. 
Dans le triangle ABC, on a d'abord : 
C, = 1800 —(4+ B) — 1800 — 1210 — 590; 

puis, en vertu de la formule des sinus : 

csin B _ 272 sin 480 

sin C sin 599 

272 χ 0,7431 
0,8572 


Δῷ -ῷό. ὃ εξ 


= 290 m.79. 


k 
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De la même façon, après avoir mesuré les angles 
B — 820 et A, — 559, on calcule, dans le triangle 
ΑΒ. la distance de ἃ au point inaccessible D : 
D, = 1800 — (A + B) = 1800 — (559 + 820) 
—= 1800 — 1370 — 430; 
et, en appliquant la formule des sinus : | 
ῥ᾽ d 


sin B sin D ? 


il vient : 
4 d'sin B ὀ  272sin 820 
sin D sin 430 
212550 99058404 
= — 5,680 — 394 m. 95. 


Cela fait, on connaît dans le triangle CAD, deux 
côtés : ὃ — 235 m. 79 ; δ᾽ — 394 τη. 95 et l'angle 
compris entre ces deux côlés À, = 180. On a donc 
immédiatement la distance cherchée x en se servant 
de la formule des cosinus : 

a τ 5. + b'? 2 bb’ cos Δ, 
a? -- (235,79) +4 (394,95) 
— 2 X 235,79 x 394,95 cos 18° 
at — 55 596,9241 + 155 985,5025 
— 186250,5210 x 0,9511 
2 = 34.439,5561 
x — \/ 34439,5561 — 185 m.57 (1). 


(1) Nous avons supposé ici que los quatre points ABCD sont 
dans un même plan : c’est pourquoi À — À + Ao. En fait, 
cotte condition se trouve rarement réalisée: on mesure alors 
séparémert, au graphomètre, les angles À, A1 et Aa. 


π--.-τοὸὸὄὄν- - 


--.-᾿ -: 
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152. Angle de deux routes au moyen d’une chaîne 
d'arpenteur. 
Ne disposant que d’une chaîne d'arpenteur, on dé- 
sire connaître l'angle de deux 
routes qui se croisent (fig. 111). 

_ Avec cel unique instrument, on 
ne peut mesurer que des dis- 
lances ; nous prenons, par 
excibple, 20 m. sur AB, 30 m. 
sur AC οἱ, nous trouvons que BC a 
pour longueur 44 m. Alors, dans 
le triangle ABC, nous connaissons 


les trois côlés; pour, obtenir 
Fig. 111. — Calcul l'angle À, 1] suffit d'appliquer 


de l’angle A. ἐν : 
Ε la preimidre formule des cosinus : 


ee = "5... c — 2 bc cos À, 
(44)3 = (30) + (209 —2 x 30 x 20 cos À, 
1926 900 + 400 — 1200 cos A 
1200 cos À = 1300 — 1936 = --- 636 


Ga0. δ * nr: 
1200 ἘΣ 0,090. 


Ι 


cos ἃ ------ 


La valeur de cos À élant négative, c’est que l'angle 
À est obtus (n° 130). Dans la T'able des cosinus, on 
trouve 0,5299 qui est le cosinus de 580 ; pour avoir À, 
il fault prendre le supplément : 


À = 1800 .— 589 = 1229. 
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Percement d'un tunnel. 
153. Quand on construit un tunnel, il y a inlérêt 
à commencer les travaux simullanément de chaque 
côté de la montagne. Πἰ faut alors déterminer la di- 
rection dans laquelle devra se faire le percement. 
La direction AB 
(fig. 112) du tunnel A) 
n'étant pas visible, 


Ip, 
ΧΩ 
y Lo 
LLC 


on a considéré un 
triangle ABC, dans 
lequel on ἃ mesuré 
l'angle C = 1089 et 
les côtés a — 490 m. 
et b— 355 m. Il s’agit 


d'évaluer les angles A 


Fig. 112. — Calcul des angles. 
A ct Β. 


et B, dont la connaissance permettra de commencer 
les travaux do percement. 

Nous détcrminons d'abord le côté inconnu qui nous 
servira pour la suite du calcul. La troisième formule 
des cosinus donne : 


= α + δὰ — 2 ab cos ἃ — (1490)? + (355) 
— 2 χ 499 χ 355 cos 1080 


Or, 1089 étant un angle obus, pour avoir son cosi- 
nus, nous prenons celui du supplément 1800 — 1060 


= 720, avec le signe — : 


cos 1089 — — cos 720 — — 0,3000, 
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d'où : 

ΟΣ = 240.100 + 126.025 + 2 x 490 x 355 x 0,3090 
2 == 473.626,10 

ὁ τ V473.696,10 -- 688 m. 1. 


Connaissant le côté c, nous pouvons trouver l’augle 
À en appliquant la formule des sinus ; il n'y a, en 
effet, aucune équivoque à craindre : puisque ὦ est 
oblus, À est nécessairement aigu. 

On a donc : 

a 6 
δὴ Α snC’ 
d'où : 
asinC _ 490 sin 108 490 sin 72° 
ς 665, 1 688.1 


490 x 0,9511 
DE GRR ΤΣ με: 0,6772. 


sin À — 
sin À — 


En cherchant dans la Table des sinus le nombre 
qui se rapproche le plus de 0,6772, on obtient : 
À = 42030 
Connaissant les angles C et À, le calcul de B est 
immédiat : 
B = 1800 — (A + C) — 29030’. 
Largeur d'une baiïe. 


154. Pour connaître la largeur d'entrée d'une Lue, 
on a mesuré du point À l’angle sous lequel on voit 


PROBLÈMES SUR LES TRIANGLES QUELCONQUES 153 


cette entrée et l’on a trouvé À — 65°; puis on ἃ me- 
suré les distances b = 15 km. 5 et c — 19 km. 8 
(fig. 113). 

Pour avoir la largeur cherchce a, il suffit d’appli- 


1 


| 
| 
| 
| 


El 
᾿ 


||} 


| 


Fig. 113. — Calcul de la distance BC = «. 


quer au triangle ABC la première formule des cosi- 
nus : 


dù = bi 2 puces A, 
ce qui donne : 
& - (15,5 + (19,8) — 2 x 15,5 x 19,8 cos 65° 


ad — 240,25 + 392,04 — 2 x 15,5 x 19,8 x 0,1226 
ad — 240,25 + 392,04 -— 259,39 — 372,90 


a= 372,90 == 19 km.31. 
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APPLICATION Α LA PHYSIQUE. 


155. La ‘Trigonométrie s’introduit encore tout na- 
turellement dans certaines parties de la Physique. 


ς Pour en voir un cas, prenons 


ἣ le problème de la réfraction ; si 
δ 


LL AT 
‘Verre 
V7 
Fig, 114. — Réfrac l'angle d'incidence 1 et l’angle de 


tion d’un rayon  Léfraction r. 
lumincux. 


“ἃν... οὕ...» 


l'on élu lie, par exemple, le pas- 
sage d’un rayon lumineux de 
l'air dans le verre (fig. 114), une 
question imporlante est de con- 


naître la relalion qui exisice entre 


τ , . . 
Quand l’angle à est petit, on 
constale aisément, à l'observation, quel’on a à peu près: 


3 


ΐ 
Dm SE -ἰ-.- 1 19: 
: 9 ou 


Ce nombre ἊΣ ou 1,5 caractérise le morceau de verre 


di 


avec lequel on réalise l'expérience : on l'appelle indice 
de réfraction. 

Mais quand l'angle à devient plus grand et 
dépasse par exemple Το όσα! ὁ précédente n’est 
plus vraie. DEscARTES (1 ἃ montré que la véri- 


(1) DESCARTES (1596-1650), mathématicien, physicien et philo- 
sophs français. (V. Pour comprendre la Physique moderne, n° 95) 
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table relation, celle qui convient à tous les cas, est : 


sin À 
sin r 
en désignant par n l'indice de réfraction. On voi. 
ainsi que les lignes lrigonométriques s'imposent né- 


cessairement à l'étude de la réfraction. 


Problèmes. 

156. Pour finir, nous allons résoudre deux pro- 
blèmes très simples où inler- 
vient la loi de DESCARTES. 

Un rayon lumineux se réfracte 
de l'air dans le verre (fig 115). 
L'angle d'incidence est i — 50 ; 
quel est l'angle de réfraction, sa: 


chant que l'indice de réfr. clion 
du verre par rapport à l'air esf 


Fig, 115. -— Ca'cul 
n = 3 ἢ de l’augle de ré- 
2 fraclion r. 


La loi de DESCARTES : 


sin É 2 
ET ot pe 
donne ici : 
Sid, 509. 4 9 
ἘΠ ΩΣ E 
d'où : 
: > 2 
SIN Γ — Fe BU 3 X 0,7660 — 0,5106. 


--- ς- -ὦ 


er ας, 3 πος μουν ες 
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πῃ cherchant dans la Table des sinus, on trouve : 
r — 30030" par défaut. 


157. On observe la réfraction d’un rayon lumineux 
dans l’eau (fig. 116). L’angle d'incidence est i — 000 
el l’angle de réfraction est 
r = 40930". Chercher l'indice 
de réfraction de l’eau par rap- 
port à l’uir. 

La loi de DESCARTES donne 
immédiatement : 


sin 1 sin 600 
Π ΞΞΞ Fe sr sdfionut τς ὦ 
Fig. 116. — Calcul de Sinr — Sin 400300 
l’indice de l’eau. 0,8660 


DGA = 1,333. 


L'indice demandé est donc ἢ — 1,333 ; on peut 
1 4 


l'écrire encore Π = 1 — ou n — ES 
δ᾽ 


DIXIÈME LEÇON 


RÉSOLUTION DES TRIANGLES QUELCONQUES 


158. Dans chacun des problèmes de la Leçon pré- 
cédente, nous avons évalué un seul élément de 
triangle ; c'étaient donc des résolutions partielles de 
triangles quelconques. Ces calculs ayant rendu fami- 
lier l'emploi de nos formules, nous sommes en me- 
sure d'aborder la résolution complète de ces triangles, 
c'est-à-dire l'évaluation de tous les éléments inconnus. 

La résolution d'un triangle quelconque est un pro- 
blème plus complexe que celle d'un triangle rec- 
tangle ; aussi nous ne nous astreindrons pas, en géné- 
ral, à nous servir des seules données; un premier 
résultat étant calculé avec une précision suffisante, 
nous pourrons l'utiliser dans la suite du calcul. 


Quatre cas possibles. 
159. Pour pouvoir résoudre un triangle, vous savez 
qu'il faut en connaître trois éléments, dont un côté 


| 
| 


A SE τ πὰὸΠττ .. . “«-- -ς- ..-- υ-ο-- 
= 
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au moins, Nous nous trouvons donc en face de trois 
CAS géNCraUx : 
1, — On connaît un côté el deux angles; 

1. — On connaît deux côlés et un angle; 

IT. — On connaît 165 trois côtés. 

Mais il ἃ lieu de distinguer suivant la posilion 
respeclive des angles cet des côlés donnés, de sorte 
que, finalement, on trouve quatre cas possibles selon 
que l'on connaît : 

19 Un côté ct deux angles ; 

20 Deux côlés et l'angle compris; 

39 Deux côtés οἱ l'angle opposé à l’un d'eux ; 

49 Les trois côlés. 

Nous allons apprendre à résoudre complètement le 
triangle dans chacun de ces quatre cas. 


Premier cas. 

160. On connaît un côlé el deux angles. 

Exemple. — Résoudre un 
triangle dans lequel on con- 
παῖ un côlé a — 54 m. 2 οἱ 


les deux angles adjacents : 


Fig. 117 — Exemple Les inconnues sont : l'angle 
du 19. cas. 


R A : 542 C 


A ainsi que les côtés ὃ et c. 
C'leul de l'angle À : | 
La somme des angles d’un triangle étant égale à 
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deux droits ou 1800, il suffit de reltrancher de 180 le 
total des deux angles connus : 
À = 1800 — (B + ὦ — 1809 — (250 + 6000) 
— 1800 --- 940 
À = 860, 
Calcul du côlé ὃ : 
Utilisons la formule des sinüs : | [ὁ 
 ERREN RARES 
sin B sin A” 
_en remplaçant les grandeurs connues par leur valeur, 
on trouve : 
D δή τη. 2 


De Ne loue τό ORET > 7-1 | 
sin 250 sin 609 


ce qui donne immédiatement : 


__asinB 54,2 x sin 250 

Δ ΤΣ TE TE sin 860 ’ 

τὰ τυ τος °C AU = . θῦ, 
τ 0,9976 DS “4 πη 


Calcul du côlé c : 
L'autre formule des sinus ! 
Gite 
sin C sit A? 
dans laquelle nous remplaçons les grandeurs connues : 


par leur valeur : 
ς 54,2 


sin 690 sin 860 


DURAND — La Trigonométrie. 18. 
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donne, de même : 


a sin C LE 54,2 sin 690 


sin À sin 80° 
PR 545 χα Ο,880.  δΟΙΘ0112 ὦ 
ὙΞ 0,9976 = DUT = = Pme 


Formules. 
161. Cet exemple met en évidence les formules qu'il 
faut utiliser pour résoudre complètement un triaugle 
dans ce Premier cas : . 
Ἄ Données : a, LB, C. 
Inconnucs ; À, b, ὁ (fig. 118). 


Calcul de l'angle À : 
A = 1800 — (B + C). 
Calcul du côté b : 
Béré 4 0 De la formule des sinus : 


Fig. 118. D a 
Premier cas. sin B sin À ? 


on Lire : 
a sin B 
mu 
Calcul du coie € : 
De l’autre formule des sinus : 
c a 
© 
sin C sin À 
on tire de mênie : 
a sin QC 
sin À ὁ 
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Ce Premier cas est celui du problème résolu au 
n° 150. 


Si, au lieu de connaître un côté et les deux angles 
adjacents, on possède un côté, un angle adjacent et 
l'angle opposé (par exemple : a, B, A), ce cas n'est 
pas distinct du précédent. On commence, en effet, 
par évaluer le troisième angle inconnu ct la suite de 
la solulion est identique à celle qu'on vient de voir. 


Second cas. 
162. On connaît deux côlès οἱ l'angle compris entre 
ces côtés. 
Exemple. — Résoudre un triangle connaissant deux 
côlés ὃ = 2 m. 51 et 
c— 8 m. 65, ainsi que A 
l'angle compris entre ces à 
côtés À = 1080 (fig. 119). 7 Ÿ 
Lesfinconnucsisonti te TAN TE A ἢ τ 
le côté a οἱ les deux 


Fig. 119. — Exemple ὦ 
angles B el C. = EME 


Second cas. 
£Lalcul du côté a : 


Prenons la première formule des cosinus (n° 143) : 
& = D + 05 — 2 bc cos À; 
tous les termes du second membre nous sont connus: 


a — (2,51)? + (8,65)? — 2 x 2,51 x 8,65 cos 1080, 


Ι] 
(l 


162 POUR COMPRENDRE LA TRIGONOMÉTRIE 


Or, 1080 est un angle obtus ; par suite, son cosinus 
est égal à celui de l'angle supplémentaire : 1800 — 
1080 = 720, précédé du signe — (n° 130) : 


cos 1089 --- - -- cos 720, 
d'où : 
αἢ = (2,51} + (8,65)? + 2 x 2,51 x 8,69 cos 729, 
αἢ — (2,51)? + (8,65)? -+ 2 x 2,51 x 8,65 x 0,3090. 


En effectuant les opérations indiquées : 


a = 6,3001 + 74,8225 + 13,4177 -- 94,5403 
a — \/94,5403 — 9 m. 72. 


Calcul de l'angle B. 
On pourrait être tenté de se servir dé la formule des 


SINUS : qui fournirait sin B au moyen 


sinB sin À 
de caïculs assez rapides. Maïs celte formule condui- 
rail à un résultat équivoque : le même sinus conve- 
venant toujours à deux angles supplémentaires, on 
ne saurait lequel de ces deux angles choisir pour va- 
leur de B (n° 133). Pour éviter celte équivoque, nous 
calculerons B par son cosinus, en utilisant la seconde 
formule des cosinus : 


δι = © + a — 2 ça cos B. 


Remplaçons les trois côlés a, b, ec par leur valeur ; 
omme nous avons évalué déjà les carrés ὑβ et οὗ, et 
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que nous venons de trouver &, les calculs sont faciles : 


6,3001 = 74,8225 + 94,5403 — 168,156 cos B, 
6,5001 — 169,3628 — 168,156 cos B; 


d’où, en résolvant par rapport à cos B : 


168,156 cos B = 169,3628 — 6,3001 — 163,0627 


168,0627 0.9697. 


D RS ES τ 


En cherchant dans la Table des cosinus le nombre 
le plus rapproché du précédent, on trouve 0,9703,. 
qui est le cosinus de 140, 

Comme le cosinus varie en sens inverse de l'angle, 
ce résullat est approché par défaut : 


= 149, par défaut. 
Calcul de l'angle C : 


Il suflit de retrancher de 1800 la sommo des deux 
angles connus : 
C -- 1800 — (A + B) — 1800 — (1080 +. 140) 
== 1800 — 1220 
C = 580. 


Commo 149 est une valeur par défaut, et qu'on a 
retranché ce nombre de 1800, il s’ensuil que le résul- 
tat trouvé pour C est approché par excès : 

C = 580, par excès. 


Vérificalion. — Si nous désirons vérifier nos résul- 


τ αι αν 
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tats, nous prendrons, parmi nos formules, celles que 
nous n'avons pas utilisées. 


Par exemple, pour vérifier la valeur de l'angle 


C nous pourrons uliliser une formule des sinus : 
C a 
sinC sin A’ 
ou bien encore la troisième formule des cosinus : 
= αὐ + b2—2 ab cos ΤΑΝ 
Dans la pratique, quand 16 calcul a été conduit avec 
soin, une seule vérification doit suflire. 


Formules. 
168. L'exemple précédeuc montre clasement les 
formules qui conviennent au Second cas : 


Données: b, c, À. Inconnues :. 


A 
a, B, C (fig. 120). 


Calcul du côté a : 

La première formule des 
cosinus fournit immédiate- 
ment la valeur cherchée : 


ΩΣ = D + c — 2 bc cos Δ. 


Calcul de l'angle B : 
La seconde formule des cosinus : 
b= c + αὐ. 2 ca cos B, 
donne, en résolvant par rapport à l’inconnue : 
οϑ + dd — D? 
FETES 


B C 
Fig, 120. — Second cas. 


cos B =: 
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Calcul de l'angle C : 
C — 1800 — (A + B). 


Ce Second cas correspond au problème du n° 153 


Troisième cas. 


164. On connaît deux côtés el l'angle opposé à l’un 
d'eux. 


Exemple. — Résoudre Ἢ C À 

un {riangle dont on con- RACE 
A A La LL) 

παῖ! deux côlès b—1m.5 À B 


el a — 9 m. 2, ainsi que 
; Fig. 121. — Excmple 
l'angle opposé à ce der- lu Sera 
nier À = 320 (fig. 121). 
Les inconnues sont : les angles B et ( et le côté c. 


Calcul de l'angle B : 


La seule formule qui convient est celle des sinus : 
b - a 
se LS Eee υταττ ταν (1) 
sin B sin À 
En y remplaçant tous les termes connus par leur va- 
leurs 
1,9 Jp 


sin B sin 320 


et en résolvant par rapport à l’inconnue : 

_ 15sin 320 1,5 x 0,5299 _ 0,79485 

τὰ 9,2 a 9,2 9,2 
sin B — 0,0863. 


ἜΝ» “- 
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En cherchant dans la Table des sinus le nombre le 
plus voisin de 0,0863, on trouve 0,0872, qui est le 
sinus de 50, Or, il se présente une difficulté : l'angle 
d’un triangle n’est pas complètement déterminé par 
son sinus, Car 0,0872 est aussi bien le sinus de 50 que 
celui do l’angle supplémentaire 1800 — 50 — 1750, 
Maïs ici la difficulté se tranche aisément en remar- 
quant que B ne peut être égal à 1759 ; en effet, la 
somme À + B— 320 + 1759 scrait supérieure à 1800, 
ce qui est impossible, puisque la somme des trois 
angles À, B, C, est elle-même égale à 1809. Par con- 
séquent, on a bien : 

B — 5° par excès. 


Caicul de l'angle G : 
Une fois l'angle B évalué sans ambiguïté, on ob- 
tient immédiatement la valeur de € : 
C = 1800 — (A + B) — 1800 — (320 + 5o) 
= 1800 — 370 — 1430. 
Comme 5° est une valcur par excès el qu'on ἃ re- 
tranché ce nombre de 1800, il s'ensuit que le résultat 
trouvé pour GC est approché par défaut : | 
C = 1439 par défaut. 
Calcul du côté α : 


On pourrait utiliser la troisième formule des co- 
SINUS : 


= αδ + δι. 2 ab cos 
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mais nous préférons la formule des sinus qui don- 
nera lieu à des calculs plus rapides : 
20 a 
sin C sin À 
Remplaçons les grandeurs connues par leur valeur ἡ 
C LATE 
sin 1489 sin 320 
L’angle 1430 étant obtus, nous remplaçons son 
sinus par celui de l’angle supplémentaire (n° 129) : 
1809 — 1480 — 8370 : 
C 9,2 
d'où, en résolvant par rapport à € : 
__ 9,2sin370 9,2 X 0,6018 _ 5,53656 


si 7 ἤρου 0620447 2"8-0/5209 7 
ce — 10 m. 44 par excès, 
car 379 — 32 + 50, et l'angle 5° est lui-même appro- 
ché par excès. 
Formules. 


165. De cet cxemple, nous allons déduire les for- 
mules à employer pour le 'Froisième cas. 
Données : ὦ, Ὁ, À. Inconnues: 1}, C, ς (fig. 122), 


Calcul de l'angle B : 


Nous ne pouvons qu'uliliser la formule des sinus 
ME Te 


+ 


sin B sin À ? 
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qui, résolue par rapport à sin B, donne : 


b sin A 
EL EE 


sin B — 


Mais, comme nous l'avons observé dans l’exemple, 

il se présente une difliculté : il n’est pas certain que 
c nous ayons un angle B etun 

scul répondant à la question. 

Ὸ & Tout d'abord, il faut que 

le second membre de l'éga- 


bsi 
À Β lité précédente, ne , ne 


Fig. 122. 


fo soit pas supérieur à 1 ; autre- 
Troisième cas. 


ment, il ne pourrait repré- 
senter un sinus. De plus, même en supposant cette 
condition remplie, nous ne pouvons nous prononcer 
sur la valeur de B, puisqu'un même sinus convient à 
deux angles supplémentaires. I se pourrait donc que 
doux angles différents, l’un aigu, l’autre obus, soicnt 
des solutions de notre problème. 

Pour lever l'ambiguïté, il suffit parfois, comme 
dans l'exemple précédent, de considérer la valeur de 
l'angle donné A et de remarquer que la somme ἃ + B 
ne peut dépasser 1800. Quand cela ne suffit pas, on 
peut se servir de l'artifice suivant : on s’efforcera de 
construire à l'échelle, sur une feuille de papier, 1 

angle demandé et, d'après la figure, on décidera si 
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ce triangle admet une ou deux valeurs pour l'angle 
B ὦ, 
Calcul de l'angle C : 
CG = 1800 — (A + B). 


Bien entendu, si l’on a obtenu deux valeurs diffé- 
rentes pour B, il y aura lieu de chercher aussi deux 
valeurs pour l’angle G, qui correspondronL respecti- 
vement à celles de B. 


(ἡ) Pour effectuer cette construction géométrique, voici com- 
ment on procéderait avec les nombres de l'exemple précédeut. 

Supposons que 1 cm. représente uno longueur de 1 m. On 
trace un angle XAY — 32°. 
Sur l’un des côtés AY on 
porte une longueur AC — 
b — τ cm. 5; puis, du 
point C comme centre, on 
décrit une circonférence 
de rayon a τ 9 Cm. 2 : 
(V. fig. 122 bis). 

1° Si cette circonférence 
coupe le côté AX cn deux 
points situés tous les deux 
à droitc do À, il y a deux 
triangles répondant aux données, donc deux valeurs pour l'angle B 
(et deux valeurs aussi pour C et c); 

1° Si la circonférence coune le côté AX en un seul point à 
droite de À, on a un seul triangle ct l'angle B est aigu ; 

3" Si la circonférence ne coupe pas le côté AX, il n’y a aucun 
triangle répondant à la question. 

Ceite consiruction géométrique donuc une valeur grossière- 
ment approchée des inconnues; mais si l'on désire des résullats 
précis, il est indispensable d'effectuer les calculs lrigonomé- 
triques. 


Fig. 122 bis. 
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Calcul du côté c : 
En résolvant la formule des sinus : 
6 a 
sin C Sin À 
par rapport à 6, il vient: 


Ἂ a sin C 
À» 
sin À 


Là encore, 81 l’on ἃ trouvé deux valeurs différentes 
pour l'angle C, il faudra calculer les deux valeurs cor- 
respondantes du côlé c. 


166. On voit que ce Troisième cas cest un cas difficile, et 
encore navons-nous pas mis en évidence toutes les éventualités 
qui peuvent se présenter au cours des calculs. L'étude de toutes 
ces éventlualités, pour un problème déterminé, constitue la dis- 
cussion du problème. Ici, la discussion complète dépasserait le 
cadre de cet ouvrage, mais pour ceux qui s’y intéresscraient, 
nous allons résumor dans un tableau les diverses possibilités que 
peut offrir ce Troisième cas, suivant les valeurs des données : 

1°Sia=0 sin À, on a un triangle rectangle : B— go° ; 
I. 29 Si ὃ sin À <a « b, on a ἃ triangles différonts 
À est aigu dans l’un B est aigu, dans l’autre B est obtus ; 
3° Sia-==-b:on ἃ un triangle et un seul (B aigu) !). 
a > d:ona un triangle et un seul; 
° a b:il n'y a aucun triangle correspondant aux 
données. 


I]. 
A est obtus) 3 


167. En raison de la difficulié de ce Troisième cas, nous étu-, 


dierons un autre exemple : 


Exemple. — Résoudre un triangle dans lequel on connaît deux 
côlés α == 11 M. ἃ, ὃ — 18 m. 7, el l’angle opposé au premier : 
ΞΞ 85 


(1) C’est lo cas de l'exemple précédent. 
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En cherchant à construire à l'échelle le triangle demandé 
(fig. 123), Qu s'aperçoit que l’on peut dessiner deux figures diffé- 
rentes (*) ; il faut donc s’atlendre à trouver deux valeurs pour 
l'angle B. D'ailleurs, on vérifie que les données correspondent au 
25 cas du tableau précédent : 


bsinA Ξ α« ἢ 
x8,7 X ο,ϑο0ρο où 5,7783 « 11,2 « 18,7. 


Calcul de l'angle B : 
En suivant la marche indiquée plus haut : 


sin B = bsns a 18,7 x _0,30go ἊΣ 5,7783 
a 11,2 11,2 


sin B — 0,5159. 


Dans la Table des sinus, le nombre le plus rapproché de 0,5159 
est o,5150, qui est le sinus de 31°. Or, nous savons que B peut 
être égal ou bion à 31° ou bien au supplément : 1809°— 31°=— 19°. 

De la sorte, nous obtenons deux valeurs possibles pour l’anglo 
cherché : 

Β’ = 310 et B” = 149° 


Calcul de l'angle ἃ : 
Ἢ en résulte pour G deux valeurs différentes : 


C? — 1809 — (A + 8᾽)ΞΞ 1809 — (189 - 31°) = 180° — ἦρ9 = 1819 
Ο == 180° — (A + B”)= 1809— (189 + 1492) 1809 — 167° = 18°. 


(1) Le cercle do centre G et de rayon 11,2 coupe le côté AX en 
deux points situés tous les deux à droite de A. 
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Calcul du côté c : 


Résolvons par rapport à cos A : 
De même nous allons trouver deux valeurs pour le côté c : Ρ ΡΡ À 


54 cos À — 90 —— 49 — 41 


ὦ" ἢ sim GC τι, sin 1319 ε1.3 sin 40° | 
sinA sin 189 “à sin 18° 41 
PR AES cos À = —.— — 0,7592. 
= D CLR = 929 m. 354. 4 
σευ 
ὁ" = πἰπθ'͵)Ὸς τι,53 8 18. 11,2} X 0.250 D 265 .  Fn cherchant dans la Table des cosinus le nombre 
sin À sin 18° 0,3090 6 


le plus rapproché de 0,7592, on trouve : 
0,7604 — cos 40030, 


En définitive, les données proposées correspondent à deux 
triangles différents : 

1° Bas 31°; C=—=#31; © = 27 mn. 354. d'où : 

20D— 1100 2 0119 c— 8 τὰ. :1b6. 


À — 40030. 
Calcul de l'angle B : 


Quatrième cas. 
Pour éviter l'équivoque que l’on rencontrerail en 


168. On connaît les trois côtés. 


( - x tnt 9] o ΟὟ 
Exemple. — Résoudre un triangle dans lequel on évaluant B par son sinus (n° 133), nous opérerons 


} AT comme tout à l'heure, en nous servant de la seconde 
connaîl les trois côlés : α --- ἦ Πι., ἷ 


ὑ --- 9 πι.. c = 3m. (lig. 124).. 
Les inconnues sont ἰ65 trois 


formule des cosinus : 
D -Ξ- © + a —— 2 ca cos B. 
Remplaçons les trois côtés par leur valer«- : 
O9} = (3) + (7): —2 x 3 x 7cos B 
81 — 9 + 49 — 42 cos B 
| 81 — 58 — 42 cos B. 


angles : À,B,C. 
Calcul de l'angle À : 
Prenons la première for- 


Bd D 


l'ig. 124 — Exemple 
du 4 cas. 


mulc des cosinus : 


ad — b? + οὗ — 2 bc cos A, En résolvant par rapport à cos B : 


dans laquelle nous remplaçons les trois côtés α, b, ὃ 42 cos B -- 58 — 81 — — 93 
ar leur valeur : \ 
= RE cos 18 -- --- πὸ — — 0,5476. 


(7): = (0)} + (} — 2 x 9 x 3 cos À, 
49 = 81 + 9 — 54 cos À, 
49 = 90 — 54 cos A. 


La valeur de cos B étant négative, il s'ensuit que B 
est un angle obtus (n° 130). Cherchons dans la Table 


Δ. υν.ὕ 
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des cosinus le nombre le plus rapproché de 0,5476: 
nous trouvons : 


0,5446 = cos 570. 


Pour avoir l’angle B, il suffit de prendre le supplé- 
ment de 579, soit : 


B — 1800 — 570 — 1230. 
Calcul de l'angle ὦ: 
On a immédiatement, en retranchant de 1800 la 
somme des deux angles qu’on vient de calculer : 
C — 1800 — (A + B) — 1800 — (40030° + 1239) 
== 1800 — 163030. 
C -- 16930. 


Formules. 

169. De cet exemple, on déduit aisément les for- 

A mules ulilisables pour le Qua- 

trième cas : 

Données : a, b. c. Inconnues: 
À, B, C(lig. 125). 
Calcul de l'angle À : 

La première formule des 


Fig. 125: Cosinus : 
Quatrième cas. 
αΒ — δ + cd — 2 bc cos A. 


donne, en résolvant par rapport à cos À : 


b2 + οἷ Cie \ a 


COS À = 9 bc ‘ 


RÉSOLUTION DES TRIANGLES QUELCONQUES 


Calcul de l'angle B : 
La seconde formule des cosinus : 
D? — €? + α3 —-2 ca cos B, 
donne de mème : 
SR Em 
À Ca 
Calcul de l’angle C : 


σι τ ΘΟ (A D), 


Ce Quatrième cas est celui du problème résolu au 


n0 152. 
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ONZIÈME LEÇON 


EMPLOI DES LOGARITHMES EN TRIGONOMÉTRIE 


170. En résolvant les différents problèmes étudiés 
jusqu'ici, vous n'avez pas été sans remarquer que cer- 
tains calculs étaient longs, et même pénibles. Chaque 
ligne trigonométrique est un nombre à plusieurs dé- 
cimales et il va de soi que les multiplications, et sur- 
tout les divisions, sont, avec de tels nombres, quelque 
chose de fastidieux. Pour abréger les opérations, on a 
introduit en Trigonométrie ce procédé εἰ commode 
des logarilhmes, que vous avez étudié déjà en Al- 
gébre (). Mais il n’est pas inutile d'y revenir briève- 
ment et de voir comment les logarithmes s'appliquent 
aux calculs trigonoméiriques et les simplifient. 


171. Nous ne reviendrons pas sur la définition des 
logarithmes ; leur usage seul nous intéresse ici, et 


encorc leur usage limité aux calculs les plus simples 


(1) Voir Pour comprendre l’Algèbre, 
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de la Trigonométrie. Or, dans tous les problèmes 
rencontrés précédemment, vous avez pu observer que 
les seules opérations que nous avons dû effectuer 
étaient des multiplications et des divisions. Aussi, 
nous bornerons-nous à considérer ces deux catégories 
d'opérations. 


Logarithmes à caractéristique négative. 

172. Vous savez qu'avec les logarithmes, toule 
multiplication cest remplacée par une addition et 
toute division par une soustraction. En soi, rien de 
plus simple. Mais nous rencontrons un pelit ennui : 
un grand nombre de lignes trigonométriques ont des 
logarithmes à caractéristique négative ; il faut donc 
nécessairement apprendre à additionner et à soustraire 
de tels logarithmes. 


Addition des logarithmes. 

173. L’addition n'offre aucune difficulté. Tout d’a- 
bord, on addilionne les chiffres décimaux comme on 
le ferait en Arithmélique: puis, arrivé à la partie 
entière, on fait alors une somme algébrique, c'est-à- 
dire qu'on retranche les nombres de signes con- 
traires, en donnant au résultat le signe du nombre 
qui ἃ la plus grande valeur absol ::. 


174. Exemples : 
Un exemple va éclairer cette règle. 


{ 
| 
| 
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Soit à additionner 2 ,24192 ct 1,58193. On dispose 
l'opération comme une addition ordinaire : 


9,24192 
1,58193 


1,82385 


On commence par faire l’addition des chiffres déci- 
maux, ce qui donne les 5 chiffres à droite : 82385. 
Ensuite, on passe à la partie entière ; ici, il s’agit 
d'ajouter — 2 οἱ + 1, ce qui fait : (— 2) + (+ 1) 
= —Jjou li. 


175. Voyons un autre exemple : 


2,41807 


1,19971 
3,61778 
L'addition des chiffres décimaux fournit les 5 chif- 
fres de droite : 61778. Pour la partie entière, on a jci 
à ajouter 2 nombres négatifs : 


(— 2) + (—1) = — 3 ou à. 


176. 11 peut arriver qu’en terminant l'addition des 
chiffres décimaux, il reste une retenue. Alors, on 
lient compte de cette retenue quand on aborde la 
partie entière et on la considère comme un nombre 
positif, 
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Exemple : 
Soit à additionner : 3,94081 ct 1,75808. 
8,94084 
1,75808 
1,69892 


L’addition des chiffres décimaux donne 69892 et il 
reste 1 de retenue. Alors, arrivé à la colonne des par- 
ties entières, on dit : 1 de retenue οἱ — 3 font — 2; 
OC Tlonte-] Out: | 


177. Autres exemples : 
19 3,94086 
2,71940 
4,66026 


Ici, l'addition des chiffres décimaux a laissé 1 de 
retenue. Arrivé à la partie entière, on dit : 1 de rete- 
nue et — 3 font — 2; — 2 et — 2 font — 4 ou 4. 

20 2,84358 
1,45692 
0,30050 

L'addition des chiffres décimaux a encore laissé 1 
de retenue; pour la partie enLière, on a : 1 de retenue 
οἱ — 2 font — 1; ---- 1 οἱ 1 font 0. 

30 2,09914 
1,38865 
1,44779 
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40 1,82126 
1,62595 
1,44721 

Soustraction. 


178. Pour soustraire un logarithme, par exemple 
1,45692, on peut lui substituer un autre nombre, ap- 
pelé cologarithme, avec lequel on eflectue une addi- 
tion au lieu d’une soustraction. Comme nous savons 
déjà faire une addition, il nous suffit de savoir trou- 


ver ce cologarithme. 


179. Pour cela, on applique les trois règles sui- 
van£ies : 
19 On retranche de 10 le dernier chiffre à droite 
qui est différent de zéro; 
20 On retranche de 9 les autres chiffres décimaux, 
en allant de droite à gauche ; 
30 Arrivé à la partie entière, on lui ajoute 1 puis 
on change le signe. 
Prenons par exemple le logarithme égal à 1,45692. 
Nous disons : 
19 2 ôté de 10 : reste ὃ ; 
20 9 Ôté de 9 : reste O ; 
6 ôté de 9 : reste 3 ; 
5 Ôté de 9: reste 4: 
4 Ôté de 9 : reste 9 ; 
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30 À 1 j'ajoute 1, ce qui fait 2; puis je change le 
change le signe : ce qui fait — 2 ou 2; finalement, 
le cologarithme cherché est : 2,54308. 


180. Exemples : 

19 log — 3,865; colog — 2,13476. 
‘ En arrivant à la partie cutière, on dit : à — 3 j'a- 
joule 1, ce qui fait — 2; puis je change de signe : ce 
qui fait 2 ; 

20 log —1,39940 : colog — 0,60060, 


Ici, je retranche de 10 non pas le dernier chiffre : 
zéro, mais le dernier à droile qui est différent de 0, 
soit 4. De plus, pour la partie entière, je dis : à — 1 
j'ajoute 1, ce qui fait 0, et Ὁ changé de signe donne 


enccre 0. 


181. Pour effectuer une soustraction, il suffit de 
prendre le cologarithme correspondant au logarithme 
à soustraire, puis d’additionner. 

Soil, par exemple, à retrancher 3,86524 de 1,41823. 
Je remplace 3,86524 par le cologarilhme correspon- 
dant 2,13476 et j'effectue une addition : 

1,11823 
2,13476 
3,99299 


On a donc : 1,41823 -— 3,86524 = 3,55299, 
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Comme nous venons de nous étendre assez longue- 
ment sur l'opération d'addilion, il n’y a pas lieu de 
donner d'autres exemples de soustraction, puisque 
celle-ci se ramène à l'addition. 

Application des logarithmes aux calculs trigono- 
triques. 

182. Pour comprendre l'application des logarithmes 
aux calculs trigonométriques, il nous suflira de re- 
prendre la résolution de quelques problèmes déjà faits 
avec les lignes trigonométriques naturelles. 


Problème. 

183. Résoudre un friangle rectangle sachant que 
lhyypoténuse vaut 42 m. el qu’un angle aigu est égal à 
729 (voir n9 78). 


Calcul de l’angie C. 


On a d'abord, comme d'habitude ὁ 


C — 900 B =« 900. - 720 — 180, 
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Calcul du côté ὃ : 
La formule b — a sin B donne, en prenant les lo- 
garithmes : 
log b — log a + logsin B; 
On disposera le calcul comme ceci : 
log a = log 42 — 1,62325 
log sin B = log sin 72 = 1,97821 (voir les Tables) 
log b = 1,60146 
Il reste à chercher, dans la T'able des logarithmes, 
à quel nombre correspond 1,60146. Pour cela, opérant 
comme vous l’avez appris en Algèbre, on cherche 
d'abord le nombre immédiatement inférieur à la 
partie décimale 60146; on trouve ainsi 60097, qui 
correspond à 399. 
On soustrait co nombre de 60146 : 
60146 
60097 
reste 49 


On divise le reste obtenu par la différence tabu- 
laire 109 : 


49 
"τ "Ὁ 0,449 


et l’on ajoute ce quotient à 399 : 
399 + 0,449 == 399,449. 


Comme la caractéristique de notre logarithme est 
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1, le nombre cherché ἃ deux chiffres à la partie en- 
lière ; par suite, c'est approximativement : 
b — 39 m. 94 
Calcul du côté c : 
La formule c — a cos B donne, en prenant les 
logarithmes : 
log ἃ — log a + log cos B. 
En disposant les calculs comme plus haut : 
log α = log 42 — 1,62325 
log cos B = log cos 720 — 1,48998 
log ce — 1,11323 


Pour trouver le nombre qui correspond à ce loga- 
rithme, on cherche dans la T'able le nombre immc- 
diatement inférieur à la partie décimale 11323; on 
obtient ainsi 11059 qui correspond à 129. On soustrait 
ce nombre obtenu de 11323 : 

11323 
11059 
reste — 264. 


et l’on divise ce reste par la diftéronce tabulaire 335 : 


264 
339 
enfin, le quotient est ajouté à 129 : 
129 + 0,788 = 129,788. 


La caractéristique de log ς étant 1, le nombre 


= 0,788 ; 
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possède deux chiffres à la partie entière; c’est donc 


approximativement : 
c — 12 m.97. 


184. À première vue, il ne semble pas que l'intro- 
duction des logarithmes simplifie les calculs ; on 
peut penser, au contraire, que c’est une complication 
supplémentaire. En réalité, pour que Fusage des lo- 
garithmes devienne avantageux, il est nécessaire de 
posséder un certain entraînement : il faut que la re- 
cherche du logarithme d’un nombre, οὐ surtout la 
recherche du nombre correspondant à un logarithme 
donné, soient des opérations à peu près διιίοιηὰ- 
tiques. Les grandes Tables de logarithmes contiennent 
des tableaux qui abrègent un peu ces recherches, mais 
l'entraînement qui permet d'aller vile, ne s’acquiert 
que par une assez longue pralique du calcul loga- 
rithmique. 

Ici, il nous suffit de comprendre le mécanisme de 
ce calcul. Nous nous bornerons donc à un petit 
nombre d'exemples qui vous permettront plus tard, 
s'il y ἃ lieu, de vous servir aisément d'une grande 
Table de logarithmes. 


Exemples. 

185. Calculer l’hypoténuse d’un triangle reclangie 
(fig. 127) dans lequel on connaît un côté ὃ — 4 μι. 25 
et l'angle aigu opposé B — 60 (voir n° 80). 
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La formule ἃ τὸ 7e ΠΣ devient, en prenant les loga- 
4 : 


8 sulines : 
log a — log ὃ — log sin B 
—= log ὃ + colog sin ἢ, 


Disposons nos calculs ainsi : 


log b = l10g 4,25 — 0,62839 
logsin B — logsin 6° — 1,01923 

d'où colog sin B — 0,98$077 

log a — 1,60916 


Pour obtenir le nombre qui corres- 
A O0-4"50 ., ῳ 
pond à ce logarithme, nous pouvons 


Fig 127. disposer la suite des calculs comme 
ceci : 

log a = 1,60916 
Dans la Table : 60853 correspond à 406 (D == 106) 


Resle 63 
é 63 | 
Quolient : — = 0,594 
106 Tan CT 
Total: 406,59%4 
d’où : = 40 m. 66, approximativement. 


186. Résoudre complètement un triangle rectangle 
(fig. 128) sachant qu'un côlé de l'angle droit vaut 28 m. 
el que l'hypolénuse est égale à 56 im. (voir n°9 84-20). 

Nous avons b = 28 m. et a — 56 m. 

Calcul de l'angle B : 


s= #4) 
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En prenant les logarithmes, la formule sin B — τ 


donne : 
log sin B = log b— log a 
= log b + colog a. 


Effectuons les calculs : 


log ὃ = log 28 — 1,44716 

log a — log 56 = 1,74819 
d'où colog 56 — 2,25181 
log sin Β — 1,69897 


En cherchant dans la Table loga- A 8:28" Ὁ 
rithmique des sinus, on trouve exac- Fig. 128 
tement : 

1,69897 — log sin 30°, 
d’où B = 300 (exactement). 
Caicul de l'angle C : 
C -- 900 — B — 900 — 300 — 600. 
Calcul du côté c : 
Appliquons la formule ; 
ἃ τα, a cos B 
qui donne, en prenant les logarithmes : 


log c — log a + log cos B. 


log a — log 56 — 1,/4819 
log cosB — logcos300 — 1,95753 
log € — 1,68572 
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Cherchons, comme précédemment, le nombre qui 
correspond à ce logarithme : 


log c — 1,68572 
Dans la Table 68485 correspond à 484 (D — 89) 
Reste 87 


Quotient 7 0,977 


69 Eat at Th 
Total — 484,977 
d’où 6 — 48 m. 50. 


Les formules calculables par logarithmes. 

187. Dans ce dernier calcul, celui du côté €. nous 
avons évité d'utiliser la formule de PYrnHAGOoRE. C'est 
que les logarithmes ne peuvent servir lorsque 165 cal- 
culs à effectuer comprennent des additions ou sous- 
tractions, ce qui est le cas pour la formule de PYTHA- 
GORE qui nous obligerait ici à effectuer une soustrac- 
tion : οἷ — a — D?, On dit qu'une telle formule n'est 
pas calculable par logarithmes. Pour qu'une formule 
soit calculable par logarithmes, elle doit conteniwles 
seules opérations suivantes : mulliplicalion, division, 
élévalion à une puissance, extraction de racine. Aussi, 
lorsque nous voudrons résoudre avec les logarithmes 
un triangle rectangle dans le Quatrième et le Cin- 
quième cas, nous suivrons loujours la deuxième mc- 
thode indiquée pour chacun de ces cas (voir n°" 83 et 


85). 
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188. Problème —-Dans un/riangle rectangle (Mg. 129) 
on connaît les deux côtés de l'angle droil b — 24 m.9 
ec -- 33 m. G. Calculer l'angle B (voir n° 86). 


La formule : Β 
ὃ 
donne, en prenant ἰοὸ8 loga- 
: νῷ <o 
rithmes : S 
log tg B = log b — log c À 
— log ἢ + cologc. © 
Calculs : 
log ὃ — log24,9 — 1,39620 
loge = log 33,6 — 1,52634 A ὁ -249 
colog 33,6 — 2,47306 Fig. 129, 
logtg B — 1,86986 


En cherchant dans la Table logarithmique des lan- 
genles le nombre le plus rapproché de 1,86986, on 
trouve 1,86921 qui correspond à 36030’; on a donc 
approximativement : 

B — 36030. 

189. Si l'on désire une meilleure approximation, on 
peut opérer comme pour les logarithmes des nombres. 

On soustrait le logarithme trouvé dans la Table du 
logarithme donné : 

1,86986 
1,86921 
Reste :  0,00065 


C 


nb χι 
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D'autre part, la différence tabulaire, c’est-à-dire la 
différence entre le logarithm2 icouvé dans la Table 
1,86921 οἱ le logarithme suivant 1,87711, est 0,00792; 
or, celle dernière différence correspond, pour l'angle, 
à une augmentation de 30’. Nous pouvons alors faire 
une règle de trois et dire : 


0,00790 correspond à 30’ 


30 
1 correspond à 0.007ÿ0 
30 «5000065: Sa te 
0,00065 correspond ἃ τοῦτο 2 environ 


Par suite, l'angle cherché B vaut : 


B -- 36030” + 2° — 36032’. 


Calcul appro.b6 d'un angle. 

190. Bien entendu, lorsqu'on opère avec les lignss 
trigonométriques naturelles au lieu d'opérer avec 
leurs Logarithmes, on peut loujouïis faire une approxi- 
mation analogue. 


Reprenons, par exemple, le même problème. Au 
n° 86, nous avons obtenu : 


g Β = 0,7410. 


En cherchant dans la Table des langentes, le nombre 
le plus rapproché de 0,7410, on trouve 0,7400 qui 
correspond à 36030, 
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Retranchons la tangente ainsi trouvée dans la 
Table de celle qui est donnée : 


0,7410 

0.7400 

Reste : 0,0010 
D'autre part, la différence tabulaire, c’est-à-dire la 
différence entre la tangente trouvée 0,7400 et la tan- 
gente suivante 0,7536 est : 0,0136. Comme cette diffé- 
rence correspond, pour l'angle à une augmentation 
de 30’, nous pouvons faire la règle de trois suivante : 

0,0136 correspond à 30 ; 


SANS 
1 correspond à D0136 ’ 
20. 0010: τς ΕΝ 
0,0010 correspond EG ΤΣ — 4 CHYIrON, 


Finalement, on obtient pour l'angle cherché : 
B — 36030’ + 2’ — 36032’. 


191. Ce mode d’approximation, très courant pour 
des logarithmes de nombres, exige des précautions 
lorsqu'il s’agit de lignes trigonométriques. Celles-ci, 
en effet, varient selon des 1015 particulières οἱ si notre 
procédé a fourni un résultat satisfaisant, dans le der- 
nier problème, pour un angle voisin de 360, il peut, 
pour d’autres valeurs, conduire à des résultats tout à 
fait erronés. C’est pour éviter une discussion délicate 
que nous nous sommes bornés, dans tous les pro- 
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blèmes déjà résolus, à donner la valeur des angles à 
30° prés. Si l'on désire une meilleure approximation, 
le mieux sera d'utiliser une Table donnant les lignes 
trigonométriques de minute en minute. 


192. Problème. -— Nous allons, pour fimr, étudier 
un dernier exemple de calcul logarithmique qui se 
rapportera aux triangles quel- 


À 


conques. 

Résoudre un triangle (fig. 
130) dans lequel on connaît un 
B α. 5412 Ο côté a — δά m. 2 et les deux 

Fig. 130. angles adjacents 1} τ 259 el 
C = 690 (voir n° 160) 
Calcul de l'angle Α : 


À — 1800 — (B + C) = 1809 — 940 = 865, 
Calcul du côté b : 


La formule des sinus : , résolue par 


OS τ ἢ 
sin D sin À 
rapport à ὦ: 

a sin B 


ὃ -- —— ᾿ 
5:1. ᾿ 1 


donne, en prenant les logarithmes : 


log ὃ = log a + log sin B --- log sin A 
= log a + log sin B + colog sin A. 
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Disposons nos calculs : 


log a — log 54,2 = 1,73400 

log sin B = log sin 250 — 1,62595 
log sin Α — log sin.690 — 1,99893 

d'où : colog sin 699 — 0,00107 

log b — posIle 


Cherchons maintenant le nombre qui correspond à 
ce logarithme : 
log ὁ — 1,36102. 
Dans la Table 35984 correspond à 229 (D — 159) 


Reste: 118 
Quotient : ἘΣ ἊΝ 0,624 


Total — 229,624 
d'où b — 22 m. 96. 
Calcul du côté c: 
Ce calcul est tout à fait analogue au précédent ct 
nous vous engageons à l'essayer seul avant de lire ce 


qui suit. 
3 . C Ci [4 < ] 
L'autre formule des sinus : ------- == - , résolue 
sin C sin À 
par rapport à c : 
a sin C 
PAR ETTTE Te 


donne en prenant les logarithmes : 
log c = log a + log sin C — log sin A 
= log a + log sin C + colog sin À. 
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Effectuons les calculs : 


168 ἃ = log 542, = 1,73400 
log sin C — log sin 699 — 1,97015 
log sin À = log sin 860 ἐξ 1,99893 - 
d'où : colog sin 869 — 0,00107 
logc= 1,70522 


Cherchons le nombre qui correspond à ce loga- 
rithine : 
10%c.=21970922 
Dans la Table 70501 correspond à 507 (D — 85) 
21 


‘} 
Quolient : . 


Î 


0,247 
Τοίαϊ =" 507247 


d’où : € — 50 m. 72. 


193. Remarque. — A propos des triangles quel- 
conques, on doit faire une remarque importante. 
Nous avons ulilisé, pour résoudre ces triangles, deux 
culégorics de formules, que nous avons appelées : for- 
muies des sinus el formules des cosinus. Or, seules, 
les premières donnent licu à des calculs logarith- 
miques ; les secondes, contenant des addilions ou 
soustiractions, ne sont pas calculables par logarithmes. 

Dans les applications praliques, comme en Arpen- 
tage, en Géodésic, en Astronomie, les nombres aux- 
quels on a affaire conticnnent beaucoup de chiffres ou 
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beaucoup de décimales et l’on sait qu'avec de tels 
nombres, les multiplications et surtout les divisions 
sont longues et pénibles. Il y a donc un gros intérêl à 
éviter ces deux sorles d’opéralions. Aussi emploie-t- 
on de préférence les formules calculables par loga- 
rithmes et s'efforce t-on, par des transformations ap- 
propriées, de rendre calculables celles qui ne le sont 
pas. En Trigonométrie, ces transformations de for- 
mules, dans le but de faciliter les calculs, ont pris un 
grand développement : nous les étudierons dans la 
prochaine Leçon. 


DOUZIÈME LEÇON 


FORMULES GÉNÉRALES 
DE LA TRIGONOMÈTRIE 


Relations entre les lignes trigonométriques d'un 
même angle aigu. 

194. Lorsqu'on connaît une ligne trigonométrique 
quelconque d’un angle aigu, par exemple sa iangente, 
il est aisé d'obtenir, au moyen d’une Table, la valeur 
de l'angle correspondant. Ensuite, à partir de cette 
valeur de l'angle, on trouve facilement au même en- 
droit de la Table les autres lignes trigonométriques : 
sinus, cosinus, langente, 

Ce fait montre qu'une seule ligno trigonométrique 
d'un angle aigu suflit pour que les autres soïcnt dé- 
terminées; autrement dit, connaissant une ligne tri 
gonométrique, nous devons pouvoir calculer les 
autres directement, sans passer par l'intermédiaire 
de l'angle. A cet effel, nous allons étudier quelques 


formules très simples. 
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Formule : sin° a + cos? a — 1. 


195. Reprenons le premier angle que nous avons 
étudié : 380. 
D'après les Tables, nous avons : 


sin 38° — 0,6157 ; 
cos 38° — 0,7880. 


Elevons au carré ces deux nombres et faisons le 
total : 


(sin 38°}? ou sin? 389 — 0,37908649 
(cos 389? ou cos? 389 — 0,62094400 
Total : 1 00003049 


Avec le degré d’approximation de nos Tables, c’est- 
à dire 4 décimales, nous obtenons exactement : 


sin? 389 + cos? 389 — 1. 


Or, il est très simple de se rendre compte que cetle 
relation est rigoureuse. Dans le cercle trigonomé- 
trique (fig. 131), le sinus et le cosinus sont 165 deux 
côtés de l'angle droit d’un triangle rectangle dont 
l’hypoténuse est le rayon, et précisément ce rayon a 
été choisi égal à 1. Par suile, en appliquant la formule 
de PYTHAGORE, il vient aussitôt : 


sin? 389 + cos? 38 = (1)? — 1 
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Il va de soi que cette égalité n’est pas spéciale à 
‘angle 380. Le raisonnement précédent est suscep- 


O Cosinus P 


Fig. 131. 
tible d'être répété pour un angle quelconque a, ce qui 
donne la formule : 
sin? à + costa — 1. - 


sin ἃ 
cos 4 


Formule : tg a — 


196. Elfcctuons maintenant la division de sin 389 
par cos 380 : 
sin 380 0,6157 
- τ = nrçur — 0,7818. 
cos 380 0.7880 
En oxaminant la T'able des tangentes, r" remarque 
que le quotient oplenu représente : {g 93; on peut 
donc écrire : 
sin 380 
cos 380 


ig 389 — 
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Comme plus lraut, il est facile de s'assurer, au 
moyen du cercle trigonométrique (fig. 132), que cette 


πω 
ῷ 
δὴν 
μὸ 
O*:-Cosinus ‘” P 2 À 
+ Aayon” pi 
Fig. 132, 


égalité est rigoureuse, Les deux triangles reci2ugles 
OAT et OPM étant semblables, on a : 


AT PM 
OÀ OP τ᾿ 
OU 
tg 380 sin 380 
1 cos 380 
soit : 
te 380 en ILE RS 


cos 380. 


Ce raisonnement est évidemment valable pour un 


angle quelconque a, et il en résulte la formule géné- 
rale : 


sin 4 
ga — 
cos 4 
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Formules relatives à la cotangente. 

197. On a déjà vu (n°* 68 et 132) que la cotangenie 
d'un angle se déduit de la tangente par la relation : 

1 
ἐξ ἃ ” 


cotg ἃ — 


qui est très importante. 

D'après ce qui précède, la cotangente étant l'inverse 
de la tangente, il est clair qu'on a encore : 

cos ἃ 

sna 

198. Problème. — A titre d'application de ces for- 
mules, proposons-nous de résoudre le problème sui- 
vant : 

Le sinus d’un angle aigu est 0,346. Calculer, sans 
se servir des Tables, la tangente de cet angte (fig. 133). 


cotg 7 — 


> Z engente τί 


Fig. 133. 


La formule à utiliser est : 
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Nous connaissons sin αὶ = 0,346, mais nous n’avons 
pas cos a, ce qui rend nécessaire un petit calcul pré- 
liminaire. 


La première formule étudiée plus haut (n° 195) : 


sin? a + cos? a - 1 


permet précisément d'évaluer le cosinus lorsqu'on 
possède le sinus. En effet, en résolvant par rapport à 
cos a, on obtient successivement : 


cos? a — 7 — sin? a 


cOS 4 — Veste 


il n’y a aucune équivoque à craindre sur le signe de 
cos a: l'angle étant aïgu, son cosinus est cerlainc- 
ment positif (n° 130). 

Remplaçant sin a par sa valeur dans l'égalité précé- 
dente, 11 vient : 


cos a = V 1—sin®a — V 1 — (0,340) 
— \/ 1—0,119716 
COS 4 — V 0,880284 — 0,938. 


Enfin, en substituant à sin α et cos a leurs valeurs 


respeclives, on {rouve : 


sin α 0,346 


ἐπε ας er PTT ΤΈΠΗ 


— 0,0368. 
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Cas d'un angle obtus. 

199. Toutes les formules précédentes sont encore 
vraies lorsqu'on ἃ affaire à un angle obtus. Maïs si 
l'angle a est quelconque, il y a lieu de prendre quel 
ques précautions en appliquant ces mêmes formules. 
Par exemple, dans le dernier problème, si l’on n'était 
assuré, d'après l'énoncé, que l'angle considéré est 
aigu, on ne saurait affirmer que son cosinus est posi- 
if, et l'on se trouverait alors en face d’une double pos- 
sibilité : 

COS AE ÿ/1—sina 


Cette alternative n'a rien qui doive surprendre 
puisque, dans le cas général, un même sinus corres- 
pond à deux angles différents, l'un aigu et l’autre 


obltus. 


Addition des angles. 

200. Dans certains problèmes, il peut arriver que, 
considérant deux angles a οἱ b, on ait besoin d'expri- 
mer les lignes trigonométriques de l'angle total a + b. 
Nous allons étudier cette question, qu'on appelle 
addition des angles ou addition des arcs, en nous bor- 


nant à un cas particulier. 


Calcul de sin (a + b). 
201. Sur le cercle trigonométrique (fig. 134), nous 
représentons successivement l'angle a et l'angle b, et 
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nous supposons que la somimne a + ὃ ne dépasse pas 
90°. 
Alors, d’après la figure, il est clair que : 
sin (a + b) = NC — NQ + QC = KL + QC. 
Evaluons séparément KL et QC. 
Dans le triangle rectangle KLO : 
KL = OK sin O, = OK sin ἃ = cos b sin a. 
De même, dans le triangle reclangle CQK : 
CQ = CK cos C, = sin ὃ cos ὦ; 
Or, CG; = 0, comme ayant des compléments égaux 
en L, donc: 
CQ = sin ὃ sin O, — sin ἢ cos a. 


ne ne ne ue CU Gt Jen me de dun cn un .. 


Fig. 134. 


Finalement, en remplaçant KL et CQ par leur va- 
Icur dans l'expression de sin (a + δ), on obtient : 


sin (a + ὃ) = sin ἃ cos ὃ + cos asin b. 
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Calcul de cos (a + b). 
202. Le calcul de cos (a + δ) est tout à fait nalogue 
au précédent et n'offre aucune difficulté. 


Fig. 135. 


D'après la même figure (fig. 135), nous avons . 

cos (a + ὃ) — ON — OL — NL — OL — QK. 
Evaluons séparément OL et ΟΚ. 
Dans le triangle rectangle KLO : 

OL = OK cos O, = cos b cos a. 

De même, dans le triangle rectangle CQK : 

QK — CKsin €, = CK sin 0, — sin bsin a. 
Par suite : 

cos (a + b) — cos a cos b — sin a sin b. 


Formules générales d’addition et de soustraction 
203. Ces brefs calculs permettent d'apercevoir le 
principe de la méthode. Dans les Manuels de Trigons : 
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métric, on établit rigoureusement ces formules pour 
le cas général où a et b représentent des angles abso- 
lument quelconques. En même temps, on établit 
d’autres formules analogues que nous ne faisons 
qu'indiquer ici : 

sin (a + b) — sin ἃ cos ἢ + cos a sin ὃ 

cos (a + ὃ) — cos ἃ cos b — sin ἃ sin ἢ 

sin (a — b) — sin ἃ cos ἢ — cos ἃ sin b 

cos (a — b) — cos ἃ cos b + sin ἃ sin ὃ 

tz (a+ bi = Trip 
CRE 
1 +igatsb. 

204. Application. — À titre d'application de ces 
formules, nous allons retrouver la règle connue que 
le cosinus d’un angle est le sinus du complément 
(voir n° 29°. 

Pour cela, prenons la formule : 

sin (ἃ — δὴ = sin a cos b — cos a sin b, 
ct f'isons : a = 900; il vient : 
sin (900 — D) — sin 900 cos b —- cos 900 sin b. 

Comme sin 900 = 1 et cos 900 — Ὁ, celte égalité se 

jéduit à : 

sin (900 — b) = cos b, 
ce qui exprime bien la règle en vue pour un angle 
quelconque b, 
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Multiplication des angles. 

205. On désigne par multiplication des angles ou 
encore mulliplicalion des arcs, le problème qui con- 
siste à exprimer au moyen des lignes trigonomé- 
triques de l'angle a celles des angles : 24, 3a, 4a, etc. 
Ici, nous nous limilerons au multiple 2a. 

Considérons à nouveau la formule : 

sin (a + δ) — sin α cos b + cos a sin b, 
ct supposons qu’on ait ὃ — a. Cette relalion prend 
alors la forme : 
°in (a + a) ou sin 24 — Sin αὶ COS α + sin A 008 ἃ 
SOiL : sin 24 — 2 Sin αὶ 008 α. 

On voit que ce procédé permt d'obtenir les lignes 
trigonoméiriques de l'angle 2a en fonction de celles 
de l'angle a. En opérant de la même manière pour le 
cosinus et la tangente, on obtient les formuics ana- 


logues : 
sin 24 = 2sinacosa; 


cos 2a — cos?a — sin’ a; 
ἱρὰ = — τῷ ΞΡ 


900. La seconde de ces formules est d’ailleurs sus- 
ceptible de revêlir deux autres formes. 
En tenant compte de la relation sin?a + cos?a = 1, 
on peut écrire : 
cos 24 — cos a — sin?a — cos? a — (1 — cos’ a) 
— 0053 a — 1 + cos*a, 
cos 2a = ἃ cos’ a — } 
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OU : 
1 + cos 2a — ὃ cos’a. 
207. Lt, de même : | 
cos 2a = cos*a — sin?a — (1 — sin?a) — sin°a 
cos 24 — 1 — 2 sin?a, 
ou : 
1 — cos 2a — 2 sin’a. 


Division des angles. 
208. La division des angles ou division des arcs 
consisté à exprimér au moyen des lignes trigono- 


“ls 


métriques de l'angle a éellés dés angles : 


T., ete. C'est un problème plus difficile que [68 


4 
précédents. 

À ce sujct, il nous suffira, pour l'instant, de re- 
marquer que toutes les lignes trigonométriques d'un 
angle a s'expriment sans équivoque au moyen de 


a 
ἰ8 -ο! 
a 
chi Ἢ 
ἐσ ἃ — — — 
1 — te + | τς 
a 
1 1 — ἰρ" -- 
ΓΟ ΔΙ Te == ᾿ 
hs παι 


DURAND. — Lu lrigonométrie, th 
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Relations particuliires aux angles d’un triangle. 
210. Ajoutons enfin que, lorsqu'on étudie un 
triangle quelconque, on ἃ pour les angles À, ἢ), C, les 


2 tg -ὃ. 
sin ἃ — _ 
ALT 
1 + tg 5 
a 
| 1e 
cos 4 — : 
Es 
1 + tg 5 


Transformations logarithmiques. 

209. Les formules de transformations de la Trigo- 
nométrie ont pour principal rôle de rendre calculables 
par logarithmes les expressions utilisées dans les cal- 
culs. Les Manuels de Trigonométrie traitent large- 
ment cette question. Les formules essentielles sont 
les suivantes que nous ne faisons qu'indiquer : 


sin p + sin q = 2 sin 89 605 τς". 
sin p — sin 4 — 2cos LT sin FT 
p + q D — q 
cos p + cos q — 2 cos —— C0 -- - --- 
Z 2 
cos p — Ο056 — —2sin PT sin ρ τ 4 


ou 9 sin PT sin EL: Brevet LA 


à 
_ sin(p+a) 
ES cos p cos q 
LE De CE ONE 


cos p 005 q 


deux formules suivantes : 


sin À + sin B + sin C = 4 cos 2 cos PL ποὺ 7 


2 2 .à 


tg À + te B + ig C = ἐξ AtgB ty 6. 
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FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES 


εν | DÉRIVÉES, INTÉGRALES. — APPLICATIONS. (ἢ) 


2141. Au liou d'envisager la Trigonométrie et îies lignes trigo- 
nométriques comme de simples procédés de calcul, ainsi que 
nous l’avous fait jnsqu'alors, on pourrait étudier ces lignes en 
elles-mêmes, en les considérant somme des fonctions. 

Ecrivous, par exemple : 

γ = sin x. 


Rien n'empêche de regarder x comme un angle variable, qui 
sera la variable indépendante, et de lo faire varier arbitraire- 
ment; alors, à chaque vaiour de æ corr pond une valeur de 7, 
qui est bien fanction de x. 


2142. Cette manière d'étudier la Trigonométrie ἃ été indiquée 
pour la première fois par Jean Bennouzri (5), puis développée 
par EuLer (5), en 1748, dans un ouvrage de mathématiques écrié 
en latin selon l'usage de l’époque : Jntroductio in Analysin Jnfini- 
torum. 


L'unité de la Trigonométrie théorique : le radian. 
213. Dans cette étude fonctionnelle de la Trigonométrie, on 
emploie rarement comme unité d’anglo le degré ou le grade. 


(1) Cette Leçon est réservée aux lecteurs qui ont étudié : Pour 
comprendre le Calcul difJérentiel et Pour comprendre le Calcul inté- 
gral. 

(2) Jean Brnvouzui (1667-1748), né οἱ mort à Bâle. 


(3) Léonard Eurxn (1707-1783), né à Bâle, mort à Saint-Péters- 
bourg. 


᾿' 
», 
À 
Σ 
.ῃ 
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D'abord, on préfère considérer, à la place de l’angle, l'arc corres=- 
pondant, ce qui revient évidemment au même, car on sait qu’un 
angle au centre a même mesure que l’arc compris entre ses 
côtés. De plus, l’arc-unité est un arc qui a même longueur que 
le rayon de la circonférence à laquelle il appartient ; pour cette 
raison, cette unité a reçu le nom de radian (du mot latin: radius, 
rayon). 

Or, une circonférence de rayon r a pour longueur 2%xr; par 
conséquent, le nombre de radians que contient ceite circonfé- 
ΠΡ 


rence entière s'obtient en divisant 27%r par r, soit : = 27%. 


Donc, toute circonférence entière représente 27% radians. On 
remarque, en premier lieu, que ce nombro est indépendant du 
rayon de la circonférence env'sagéco. En outre, nous savons une 
correspondance entre les radians et les degrés ; on sait, en effet, 
qu'une circonférence entière comprend 360o°, par suite : 


360° — 27 radians 


ou : 
180° = π radians. 


Cette égalité permet de transformer des degrés en radians, ct 
inversement, par une simple règle de trois. 
Si l'on cousidère des grades, on a de même : 
hooG = απ radians, 
ou : 
2006 == πὶ radians, 


Fonotlon sinus. 

214. Soit à étudier la fonction y — sin æ. 

Dans les Leçons précédentes, nous n'avons considéré que des 
arcs compris ontre o et 18o° ou bien oet=r radians. Pour étendre 
la portée de la Trigonométrie, on a généralisé l'idée qu'on 86 
fait d’un arc variable. 

Considérons le cercle trigonométrique (fig. 136), c’est-à-dire le 
cercle dont le rayon est égal à l’unité. Prenons sur la circonfé- 
rence un poiut ἡ et commençons à parcourir cette circonférence 
à partir de l’origine À, en tournant constamment dans le sons 
de la flèche. Le chemin parcouru dans ce mouvement mesurora 
précisément notre arc x. 
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Ainsi, partant de À et s'arrôtant en B, on parcourt un arc égal 


À T x Σ 
à 90 ou — radians ; si l'on s’arrête en À”, on parcourt un arc 
2 ἰ 


de "80" ou πῖἴϊ; en Β’, c'est 70" ou ; enfin, si l'on décrit la 


circonférence entière et si l’on revient en A,on parcourt un arc 
de 380" où 27% 


Mais, da retour en À, on peut très bien recommencer le mou- 
vement, et cela iadifiniment. On voit que cetla manière de 


aesurer un arc permet do concevoir des arcs plus grands qa'wsx 
circonuférence ; par exemple, un mobile qui décrit trois fois la 
circonfcrernce enlière, parcourt un arc de 360° X 3 — ἐοδοϑ ou 
27 X 3 — 6RK. 

De plus, si le mouvemeut, au lieu de se faire dans le sens de 
la flèche, se fait en sens inverse, nous conviendrons que l'arc 
ainsi parcouru sera néyalif. Ainsi, un mobile partant de À et 


- LJ Li 2 KR 
allant au point voisin Β΄ parcourt un arc de --- go° ou — 7 


Finalement, toutes ces conventions nous font envisager un ar” 


comme une variable illimiée, prenant toutes los valours 20. 
bilan de .-α οὐ à + 0e, 
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215. Revenons à rotre fonction : 


y = sin 2. 


Faisons varier l’erc ὦ de o à 278, ce qui revient à décrire la 
circonférence eulière dans le sens positif. 


Quand nous sommes en A (ρ΄. 1:37), on ἃ ὦ; — o et sin T=æ0o. 


R 
De À à B, r'arc augmento de o à é: 


, et le sinus croît de o à 1 : 


de B à A’, le sinus décroit de τ à o. A partir de A’, le sinus est 
porté en sens inverse : nous le considérons comme négatif ; de 
cette {açon, de Αὰ Μ᾽, le sinus décroit encore de o à — 1 ; enfin, 
de B’ à À, il croît de — τ à o. 

Si nous recommençons alors à parcourir la circonférence, il est 


+1 


Fig. 137. 


clair que le sinus ropassera par les mêmes valours que précédem- 
ment; pour deux arcs qui diffèrent entre eux d’une circonfé- 
rence entière, ou 360°, ou 27k, il est évident que le sinus a la 
mème valeur; on exprime ce fait on disant que le sinus est une 
tonction périodique, et qu'il admet la période 360o° ou 2 rh. 
Dans cos conditions, pour avoir la variation totale du sinus, il 
suffit do faire varier x de o à 3695 ou ax, 
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Le tableau suivant résume clairement caite varialior, : 
πιῇ 


æ|o 90° ou -- 180° ou TR 
γ = sin æ | o croît I décroît o  décroît 
Max, : 
x 270° ou 325 360° ou Δ πὴ 
= sin ἃ décroît — 1 croît o 
min, 


En utilisant quolques autres valeurs prises dans la Table des 
sinus, il est aisé de construire la courbe raprésentative (fig. 148), 


Ἢ 


Fig. 138. — Sinusoïde. 


Si l’on prolonge la variation de æ au delà de 860" ou 278, cette 
courbe se reproduit identiquement. La courbe représentative de 
la fonclion sin ἃ s'appelle sinusoide. 


Fonction cosinus. 

216. La fonction y — cos æ ne présente pas un intérêt propre 
puüisqu’un cosinus n’est que 10 sinus de l'arc complémentaire 
et qu'on ἃ : 

: ._f TR 
cos æ = sin (005 — 2) = sin [{--- - ) 
NT | 
. La courbe représentative de la fonction cosinus aurait exacte. 
ment la même forme que la précédente : elle serait seulemerit 


décalée d’une longueur correspondant à 909 ou τ ᾿ 
2 
Fonction tangente. 


217. Pour étudier les variations de la fonction y = tg x, nous 
vpérons comme pour le sinus et nous décrivons le cercle trigono. 


{ 
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métrique (fig. 139) entièrement à partir de A dans le sens posi- 
tif, ce qui revient à faire varier x de o à 36o° ou 2 πΒ. 
En A,onaxæoettgx=—o. De A à B, à varie de o à 905 ou 


KR 
— et la tangente craît de o jusqu'à + ©. De B à A’, x varie 


R 
de go° ou -- ἃ 180o° ou π, et la langente est négative : elle 
oroît de — © à o, De A’ à BL’, la Langente croît à nouveau de o à 
+ et, enfin, de LB’ à A, elle croît encore de — © à ο. 


Jangentes 
B (2) Ve 


( 5.1) B' Jangentes 
2 négalives 


Fig. 139. 
La tangente n’a ni maximum, ni minimum ; c'est une fonction 


loujours croissante. 
Lo tableau suivant résume les variations : 


Ἔκ [49 9095 ou = 1809 ou A 
y æ |o croît + | — ρὲ | croît 0 croît 
Ὡ 270° ou ἐπὶ 360° ou 2 7x8 
18 Z croît τ Οὐ |:—00 . croît: out 
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La oourbe représentative est facile à tracer en s'aidant de 
quelques autres valcu's prises dans la Table des tangentes (fig. 
140). Elle admet &Ges 

Ne asymptotes parallèles à 
l'axe ΟΥ̓. Bicn entendu, 
si l'on prolonge l'inter- 
valle de variatior. de x, 
celte courbe se reprcduit 
identiquement. 

Il est à remarquer que 
la fonction tgx reprend 
X la même valeur quand 
æ varie de 1£0° à rh, On 
exprime ce fait en disaut 


que la tangente est une 
fonction périodique et que 
la période est 180° ou 
x, Par conséquent, 
pour avoir Ja variation 
complète de tg x, il 
Fig. 140. suflirait de faire varier 
Courbe représentative de y=tgz ὦ de o à :180° ou πῇ. 
Cette propriété distin- 
gue la tangente du sinus, car ce dernier admet la période 360° 
ou 1 TA. 


ee. ce ee mm cm mm __…. = pm en © .. .ὕ..ὄ .. 


Fonction cotangente. 

218. La cotangente d'un arc étant la tangente de l'arc complé- 
montaire, il est clair que la fonction y — cotg x se raméne à la 
précédente. On pourrait d’ailleurs en faire l'étude direcle *n sui- 
vant exactement la même marche que plus haut. 


219. Ces fonctions trigonométriques, dont nous venons d'exa- 
miner les variations, sortent évidemment du cadre do l'1'aèbre : 
ce sont des fonctions transcendantes (*). Poursuivant leur eiude 
nous allons nous occuper de leurs dérivées et dilluruuticlles. 


(1) Voir : Pour comprendre le Caloul intégral, n° 43, 


> 


“π. 
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Dérivée de y = sin x. 
220 Soit un arcæ = 35° que nous représentons par AM (fg 
141) Quand on donne à x un accroissement MM’ = x, le sinus 


Fig. 141. — La dérivée de sin x est οὐδ. 


subit lui-même un accroissement KM’ — Ay et l’on sait que la dé 


rivéc est la limite du quotient . » OU : 


dy KM' 
lim —= =lim —— —. 
7 Ar arc MM' 


Mais on démontre que l'arc infiniment petit MM’ est équiva 
valent à la corde qu’il sous-tend ; on peut donc, dans le rspaut 
précédent, remplacer l’arc par la corde : 


KM 


— Jim  ΄'᾽Θ. 
id corde MM’ 


Dans le triangle rectangle MKM', on a précisément 8 


d'où : 
΄“--Ὀ 
γ᾽ = lim cos M’. 


Enfin, quand Azx tend vers zéro, c’est-à dire quand Μ᾿ «0 rap- 
proche indéfiuiinent de M, la corde MM' devient à la lirmile la 
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tangente en M à la circonférence. L’angle M’ a donc pour limite 
l'angle M1, et celui-oi est égal à ὦ; — 35°, comme ayant le mème 


complément : l’angle Ὥς. Par suite : 
γ᾽ = lim cos Μ᾿ = cos M1 — cos x. 


La dérivée de la fonction y — sin æ est donc γ᾽ = cos x. 


Dérivée de cos x. 
221. Pour trouver la dérivée de cos x, nous remarquons qu’un 
cosinus est le sinus de l'angle complémentaire, d’où : 
y = cos æ = sin (go° — 5). 
Posons alors : 
ÿ0° —Tæu; 


ἡ] vient : = sin u 
ot y est une fonction de fonction (fr) ; par suite, la dérivée cher- 
chée est donnée par la formule : 
Ye = Yu κυ 
Or, on a ici : 
Yu = cosSu ; d'z—= — 1, 
ce qui conduit à écriro : 
Y'y= COSU X (— 1) = — 008 u = — cos (005 — X). 
Et, comme cos (005 — x) == sin ἃ, on obtient en définitive : 
Y'x= — sin ὦ. 


La dérivée de cosæest donc — sin æ. 


Dérivée de tg x. 

sin 
COS æ 
à trouver la dérivée d’un quotient. 


222. En écrivant y — tg ᾧ — , nous sommes ramenés 


Or, on sait (*) que la dérivée d’une fonction y — a pour 
v 


expression : 


: U'Ù — uv" 
ΞΞΣ ——————…—— , 


us 
1 


(1) Voir : Pour comprendre le Calcul différentiel, n°% 148 et 149. 
2) Voir : l'our comprendre le Calcul différentiel, n° 162. 
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Pos as ici : 
u — Sin, Ὁ == cos T} 


Îl en résuite : 
u’= cos æ, v τΞΞ — sin æ. 
Par suite, en appliquant la formule : 

__ Cost X COST — (— sinx) X βίη "Ὁ _ cos3x - sin°x 
75 (cos 5)"  co8æ 
Mais, on a vu (n° 195) que : 

sin?z + cosr = ἃ 
d’où, en substituant dans l'exprossion précédente ἃ 
ϊ 


cos?x 


ὃς γ᾽ = 


cos°æ 


La dérivée de tg æ est 


Dérivée de cotg x. 

223. En écrivant : 

cos 
sinz 
lé calcul de la dérivée est tout à fait analogue au précédent, 
Vous le ferez utilement à titre d'exercice et vous trouverez : 

1 

sin? ° 

L 
sin°x 


y=cotgx=— ᾿ 


Y=— 


La dérivée de cotg æ ost — 


Appiication : varlation du oosinus. 

224. Comme application, on peut, par exemple, retrouver les 
varialions de la fonction y == cos ὦ (n° 216) en se servant de 1ἅ 
déri véé. 

Celle-el est y” — βῖπ ὦ (n° 21); quand ὦ augmente de o à 
360° (fig. 142) cette dérivée s’annule deux fois: pour æ --- ο, 
γ᾽ = vet passe du positif su négalif : c’est donc que la fonction 
y == οὔβ x passé par un Maximum; ensuite, pouf ææ 1B0°, 
γ᾽ ou — sin ἃ s’annule en passant du négatif au positif, par 
suite y traverse un minimum. Le tableau suivant résume ces 
variations : 

æ Ό 90° 180° 9705 360° 

Y—=—sinTr | 0 — σα ο + + 
y= cos x 1 décroît o décroît—1 croît o croît + : 
[Max min Max 
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__ Comme nous l'avons déjà remarqué la courbe représentative 
est identique à une sinusoïde (fig. 143). 


Varlations de Ia tangente et de la cotangente. 


225. Pour étudier à nouveau les variations de la fonction tg 2, 


8 


9 
Fig. 142, 


Ya simple. inspection de la dérivie nous permet aussilôt une 
} 


remarque simple : cette dérivée ne s’annule jamais et 


COST 
demeure toujours positive ; par conséquent, la fonction ἐξ x n'a 
ni maximum ni minimum, et elle est toujours croissante. 


De la même façon, la dérivée — de cotg x étant tou- 


sin°x 
jours négalive, nous en concluons que cette fonction est tou- 
jours décroissante. 


Différentielles. 

226. Connaissant la dérivée y’ d'une fonction y, on sait que 
la différentielle s’en déduit en multipliant cette dérivée par dx, 
suit " 

dy == γ᾽ ἀκ. 
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La différantiella de nos 4 lignes triganométriques s'oblient 
donc immédiatement. Par exemple, la dérivés de sinæx étant 
cos x, ln différentielle est cos x dx, ce qu'on écrit : 


d'{sint) = cos x dx. 
De mème, on a : 


d(cos x) = — sinx dx 
dr 
ἃ (ἐᾷ α) = —"— 
CU: EL 
d(cotg#}== -- ἐπ τε . 
Slu, 2 ΜΗ 


Il est très importaut de remarquer que, dans les applications 


Ὺ 


Fig. 143. — Courbe y = cus x. 


l'accroissement infiniment petit dx doit toujours être exprimé en 
radians. 


Applications de ces différentielles. 

227 Comme application, nous allons résoudre le problème 
suivant : 

Calculer, aussi exactement que possible, la valeur de sin 10°10", 

. Dans la Table des sinus, nous trouvons tout d'abord : 
sin 10° == 0,1736. 

Il resto à évaluer l'accroissement du sinus lorsque l'angle 
passe de la valeur 10° à 10210’. À cet effet, nous considérons cet 
accroissement comme une différentielle : 

dy = d (sin x) = cos ὦ dx, 
où nous prenons : 
cos x = 008 10° == 0,9848 
dx = 10’. 


4 
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Mais, selon la remarque énoncée plus haut, il faut transformer 
10’ en radians. Pour cela, nous utilisons la relation connue 
(n° 2x3) : | 


1809 = πὰ 
KR 
19 ou 660 — + 
180 
L. π 
! re 
i8o X 60 
10 π T 


10 DS," << Ὁ ΒΟ ἊΝ 
18o X 60 180 X 6 


d’où, en définitive : 
πὶ 


dx = 10° ΞξΞ- 
1080 


Il vient alors, pour l'accroissement cherché : 
 Ἀὠο,08δή8 X 3,1416 


oëo 1080 


dy = cos x dx = 0,0848 X 
1 


dy — 0,009. 
En ajoutant celte valeur à celle de sin 10°, on obtient : 
sin 10910 — 0,1736 + 0,0029 
sin 1010 = 0,1765. 


Intégrales. 

228 Après les différentielles, it reste à étudier brièvement 
l'introduction des fonctions trigonométriques dans le (Calcul 
intégral. 

Vous vous rappelez que 16 problème fondamental du Galcul 
intégral est 16 suivant : trouver une fonction connaissant sa dé- 
rivée ou, ce qui revient au même, sa différentielle. Or, nous 
venons de déterminer la différentielle des quatre principales 
fonctions trigonométriques; par exemple, considérant la fonc- 
tion sin x, nous avons constaté quo sa dérivée est cos x et que 
88 différentielle est cos ἐν, Si l’on 80 place au point de νὰ du 
Calcul intégral, nous dirons alors : 

quelle est la fonction primitive de cos ὦ 9 
ou bien : 
quelle est l'intégrale indéfinie de cosæ dx ἢ 
La réponse est évidemment: 


sinx + À 
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en désignant par Æ une constante arbitraire, absolument quel- 


conque. 
A chacune des quatre différentielles calculées plus haut corres- 


pond ainsi une intégrale indéfinie : 
γεν (12) = — σοϑα; + Καὶ 
f cos æ dx = sinæ + k 


N 1x 
if εἶδα Ξε ἰρῷ + k 
σον; 


{τῷ,--- colg z + k. 


sin 


229. Ces intégrales immédiates sont le point de départ dun 
Calcul intégral appliqué à la Trigonométrie. Bien entendu, les 
formules de transformalion dont nous avons vu un aperçu daus 
la Leçon précédente, joueront ici un rôle important. 

Voyons quelques oxemples d'intégrales trigonométriques. 


intégrales indefinies. 
230. Calculer l'intégrale indéfinie : 


= (ὰ Ἢ {635} de. 
Transformons la fonclinn placée sous lo signe fau moyen 


des formules connues. 
Nous écrivons successivement (n° 100) : 


bon it (EE) τὶ + sin°æ : 
cos T } cos*x 
puis, en réduisant au même dénominateur : 
δ ΟΟΒΞ + sine 1 
cor ΟΟΒ ὩΣ ΠῚ φορὰ 


cer on ἃ vu l'égalilé : sin°zx + cos =— 1 (n° 195). 
Alors, en substituant dans linlégrale proposéo, on obtient 
imincdiatement : 


Ϊ — / ἀν = (gr - k, 


cos? 


231. Calculer l'intégrale indéfinie : 
16:Ξ ΠΝ cos’æ dx, 


DURAND, — La Trigonométrie. 15 
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Pour oblenir, sous le signe LE une fonction dont l'intégration 
soil immédiate, nous tenons compte de la furmule (n° 206) : 
1 - cos 2a — 2 cos*a, 
qui donne ici, en remplaçaul a par x ; 


Ι — “- COST dE — fe + cos 2æ) di — .4“- f cos ar dx. 


Nous sommes ainsi ramonés à effectuer à inlégralions. La pre- 
micre est immédiate : 
fax — Le 


Pour la seconde, nous posons 2% — u, d’où 2 dx — du ot d& — 


du : 
—— , ce qui donne : 
4 


ci I 
f cos ax dr — ΩΣ : —— fcosudu, 
Fe 4 3 


et cormimne la primitive de cos u estsin ἃ Σ 


— ffcosu du — sine + k— © sin τα + k. 
2 2 2 
Finalement, on trouve pour l'intégrale demandée : 


Ι — f° cos®dx — æ + "sin 2œ + k. 
A 


252 Si l'on divise par 2, l'égalité précédento conduit à l'inté- 
grole tout à fait analoguo : 


fcosx dx = © 5: τ sin 4 + k. 


2 


Prochaineme !, nous aurons l’occasion d'utiliser ce résultat. 


intégrales définies. 
233. Les deux calculs 
précédents se rapportont 
à dos inlégrales indéfi- 
nics. Comme exemplo 
d'intégrale définie, propo- 
sons-nous Je problème 
TT X suivant : 
Calculer l'aire comprise 
entre un arc de sinusoïde 
Fig. 154 -—- Calcul d’une atre. et l'axe OX (fig. 14h). 
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L’arc considéré appartient à 18 sinusoïde représentative de la 
fonction ἡ — sin æ et il s’oblient en faisant varior ὦ de o à 180° 
ou πὰ, Pour nous habituer à l’unité proprement trigonomé- 
irique, nous uliliserons désormais le radian. 


Daus ces condilions, l'aire cherchée est donnée par Pintégrale 


définie : 
π τ 
5. = [ 100). ἘΞ 1 sin æ dæ. 
υ 70 


La primitive de sin + étant — cos x, il vient : 


Er d LT 
S' = δέει βίη, Tdi is 1 À — — COST + cos o. 
J0 Ι. Jo 
On constale immédiatement que : 
cos x (ou cos 180°)— — 1, 
cos 0 = + 1. 


Par suite : 
τσ αὶ ἘΠῚ: ἃ. 


Fonctions trigonométiiques invorses. 

234. Nous avons éludié précédemment la fonction y = sin x, 
dans laquelle æ était la variable indépendante. Or, prenant 16 
point de vue inverse, on peut lout aussi bien faire varier arbi- 
irairement æ ct examiner les varialions correspondantes de x. 
Dans ce cas, x sera un arc fonction do la variable y et l'ou peut 
exprimer celte correspondance en écrivant : 


&= arc $in y; 


celle notation abrégée signifiant : æ égale un arc ayant pour 
δίς 7. 

Bien entendu, comme lout sinus reste compris entre -- et 
+ 1, il s'ensuit quo la variable y ne peut prendre toutes les va- 
lcurs possibles : y vario souloment entre — 1 οὗ + ἃ. 

Comme il est d'usage de désigner la variablo indépondante 
par la lottre æ, nous écrirons la fonction nouvolle que nous 
veuons de définir sous la forme : 


ÿ = arc sin æ, 


et cette fonction est évidemment la fonction inverse du sinus. 
L'étude détaillée de cette fonction inverse sortirait du cadre 
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de cet Ouvrage. Nolons seulement qu’elle admet une dérivée 
dounéc par la formule : 


γ᾽ = (arc sin x) ξΞΞΞ -“Ξ-Ξ-: : τ 


à laquelle correspond Ja différentielle : 


da 
d'(are sin &) — En 


V/: — x 


Réciproquement, il en résulle l’intégrale indéfinie : 
Ἡ νι ἢ — = arc sin ὦ + k. 
ι — 


V 


235. De la même manière que pour le sinus, on définit la 
fonction inverse de la tangente ; celle-ci s'écrit : 
y—=arcig τ, 


ce qui signifie : y égale un arc dont la langente est æ. 

On sail qu'uno tangente est susceplible de prendro loutes les 
valeurs pnssibles de — οὐ à + οὐ. Par suite, la variuble æ peut 
prendre ici n'importe quelle valcur. 

La dérivée de cette fouclion invorse est donnéo par la for- 
mule : 


γ᾽ ΞΞΞ (arc Lg æ) — , 


LEE 
at la différentielle : 
dr 


ἃ (τὸ Lg æ):— real 


Il en résulte l'intégrale indéfinie : 


dx Γ 
fr -οίξο εκ, 


Application : calcul de π. 
236. La fonclion arc {g æ a 6lé rencontrée on Calcul intégral 


à propos de l’évalualion de x (Ὁ), Pour en voir {ci une applica- 
tion nous allons vérifier l'égalité : 
PU dx 


(1) Voir z Pour comprendre le Calcul intégral, n9 8s. 
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L'intégrale indéfinie étant arc tg æ, il vient : 


æarctg 1 — arc tgo. 


Δ εἴ [| 
x = | arc ig ἃ 
J 1 + a Ï Jo 


En cherchant dans la Table des angles aigus, on trouve que 


le nombre τ est la tangente de 45° ou en radians _. (n°9 213}. 
Ι 


D'autre part, on a arc tg o == ο, et finalement on obtient bien : 


{1 dx -π π 
Ι — 1m —02— , 
[ἡ 


“20 1 +- «. ἢ 


Pour finir, nous résoudrons 2 problèmes un peu plus difficiles 
que les précédents. 


Longuëur de la circonférence. 
237. lictrouver la formule qui donne la longueur d’une circonfé 


Fig. 145. — Calcul de la longueur d’une circonférence 
par Ie Culcul intégral. 


trence, en considérant celle-ci comme la courbe représentative de l’équa- 
ion : 2 + y? = R° (lg. 145). 
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En résolvant cette équalion par rapport à y, on obtient : 
γ3 τῷ ἃ" - αὖ 
γα γαξω. 
Si l’on se borne à considérer la demi-circonférence située au- 


dessus de l'axe X’X, il sufMit de prendre le signe +- devant le 
radical : 


= VAE RE 


Pour avoir cette demi-circonférence, x doit varier de — R à 
+ R, Simpliliant encore, nous nous contentcrons de faire varier 
æ entre oet ἢ, ce qui fournira le quart de la circonférence 
tolaic. 


La longucur de l'arc AB est alors donnée par l'intégrale dé- 


finie : 
νῆα 
8 = 1 + γ᾽ , 
0 


Calculons l'expression sous le signe TE La fonction > étant 


de la forme Vu , Sa dérivée cst : 


d'où l'on tire : 
qe 


1+Yi= 1 + K 


οἱ, en réduisant au même dénominateur : 


1+y2 R° τ (5. + at re R° : 


Πι.... 7° HR: — ὦ" 


R° R 


Lan / 
Var VR-R is 


Enfin, en subslituant dans l'expression des : 


Î 
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Pour effectuer commodément l'intégralion nous faisons Île 
changement de variable : 
wvs— ΙΝ 
d'où : 
dx = KRdu; 


les limites de l'intégrale o et R deviennent alors o et r οἱ l'on 
obtient : 


f 0 VASTE ῦ VAT 
Sous celle forme, on reconnaît aussilôt la différonticlle de 
arc sin u (n° 234), ce qui permet d'écrire : 


Γ Ἵ! 
3 Ξε ὶὶ {are sin u | — KR (arc sin 1 — arc sino). 
Ë 0 


Comme l’are doit &ire ici exprimé en radians, on a : 
᾿ LL: 
arc Sin 1 = 900 == —— , 
2 
arc Sin ὁ = 0, 


d'où : 
a 


= R (E-e)= Ξ 


Telle est la longueur du quart de la circonférence. 
Pour avoir ia longuour lotale, il suflit de mulliplier par 4 : 


TXRX 4— πὶ, 
2 


et l’on retrouve bieu l'expression connuc, 


Aire de l’ellipse. 
238. l'elrouver la formule qui donne l'aire de l’ellipse, en considé- 
rant celle-ci comme la courbe représentative de l'équation à 


τ Le 
ἔξ + τρ = 1 (fig. 146). 
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En résolvant rette équation par rapport à y, on oblient : 


x? 
= δα! — rm 4 
a 


Pour avoir la demi-cllipse située au-dessu sde l'axe X'X, il suffit 
do prerüro le . sue + : 


᾿ [ τ" 
T= + fi, 


et de suire varier æ entre — a et + a. Par suite, si l'on se con- 


5. 146. — Calcul de l’aire d’une cllipse par le Caleul intégral. 


tente do faire varier æ de o à a, on a lo quart de l'ellipse, sinilé 
par l'arc AB. 
L'aire de cotto portion d'ellipse est donnée par l'intégrale dé 


finio : 
(47 ἃ ΤΉ Ύ ΑΝ 
ἶ = y do = b Le Pl n 
0 “70 a 
a TETE 
L== db 1 ——— dr. 
0 a” 


Pour effectuer l'intégralion, nous faisons le chanæemont do 
variable : 


«Ὁ 4 
— --- σῇ ἐ 
a 


ou : α; τῷ asint; 


--ὰ 


ner 
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ce qui entraine : 
dz = a cost dt. 


Les limites de l’intégrale précédente étant o et a, il s'ensuit 
que les valeurs extrêmes de sin { seront o et 1, ce qui corres- 


pond pour l'angle {, aux valeurs ὁ et +, exprimées en ra- 


dians. 
On obtient, en substituant dans notre intégrale définie : 


T 
; DCE Eu 
— ὃ "1 — sin?{. «a cos tdt, 
Av 


et, comme : sin*{ + cost = 1, 
T 


- 
Ι = ab af ω VA cost cos ὁ dt = ab " Σ cost di. 
0 JO 


Or, l'intégrale indéfinie a ét6 calculée plus haut (n° 232) et 
l'on ἃ trouvé : 


Joost dt = --- + = sin ot + ke 
2 1 


On a donc ici : 


-π ᾿Ξ - 
Ἷ — αὖ 2? cos" dt — ab ἃ + — sin at ἢ 
0 = 4 ñ ἢ 


et, en offectuant les calculs : 
Er ua + sin τὴ τ (ο + sin o) 
I αὐ [( + > - cbr: "AU 


La seconde paronthèse est évidemment nulle. Dans la pre- 
mière, on a sin: 0 et il reste : 


RTE ie a 
l ἠ 


Gomme ce résullat correspond au quart de leilipse, il est 
clair que la surfaco totale s'obtient en multipliant par 4 ou : 


= ab 


[A 
ce qui est bion la formule connue. 


S = Χά τῷ π ab, 


᾿ 


Le à nu 


οι δ 


LIGNES TRIGONOMÊËTRIQUES : 
DE CERTAINS ANGLES 


Les lignes trigonométriques de quelques angles 
peuvent s'exprimer sous forme de fractions remar- 
quablement simples et, dans certains problèmes, ces 
fractions conduisent à des calculs plus rapides que les 
valeurs décimales des Tables, 


— EE - 


| Angles 


RC En à 


' Fr -ττν SL 


en deq és | en raians 


TABLE 
DCS LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES 
NATURELLES 


de 30! en 30’, avec 5 décimales 


ENT 


0 | 0.0000 


30 0087 
0 0175 
30 0262 
0 0349 


30 0436 
0 0523 
30 0610 
0 0698 
30 | 0.0785 


410.0872 
30 0958 
6) 1045 
30 1132 
0 1219 
30 1305 
0 1392 
30 1478 
0 1564 
30 | 0.1650 
0 | 0.1736 
30 1822 
0 1908 
30 19941 
0 2079 
30 2164 
0 2250 
30 2334 
0 2419 
30 25041 


0 | 0.2588 


0.0000 


0087 
0175 
0262 
0349 


0437 
0524 
0612 
0699 


0.0787 


0.0875 


0963 
1051 
1139 
1228 


1317 
1405 
1495 
1584 
0.160673 


0.1763 


1853 
1944 
2055 
2126 


2217 
2309 
2401 
2493 
2986 
0.2679 


Cotg. 


114.5887 


57 
38 


28 


22 
τυ 
16 
14 
12 


.2900 
.6363 


. 9038 
.O8IT 
- 5499 
«9007 
. 7062 


. 4301 
. 3854 
.0144 
. 7769 
.1443 


. 5958 
.1194 


>. 6912 
).3138 


.9758 


.6713 
3909 
. 14416 
9152 
. 7046 


.0107 
.3315 
1653 
«Ὁ 108 
. 007 
"ὁδὶ 


Tang. 


LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES NATURELLIS 


1.0 000 0 
1.0 000 30 
0.9998 0 
9997 | 30 
9994 0 
9990 | 30 
9986 () 
9981 90 
9976 0 
0.9909} 30 
0. 0902 0 
9954 | 30 
9945 () 
9936 | 30 
9925 Ô 
9914 | 30 
9903 {} 
9890 | 30 
9877 0 
0.9863 | 30 
0.9848 0 
9888 :| .30 
9816 0 
9799 30 
9781 () 
9763 | 30 
9714 0 
9724 | 30 
0703 0 
9681 30 
0.9659 0 
; | 
Su, | ; | 
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| 
EE π-πτ-τοὐν 


0 | 0.500090 | 0.5774 1.7321| 0.866060 


0 | 0.258S 1 0.267) 3.7321| 0.9650 o. 


30 | 2672 | 2773 0059] 9050} : 30 | 5075 | 5890 6977) 8616 
0 275601 286 ἀπ Κις DE ri NO ἐν 
30 ag ὃ » 451} 9018 0 5150 6009 -GGAS 8572 
on lice tee 3759! 9588 | 30 5205 | 6128 6319] 8526 
2924 | 3057 2709) 9563 | 0 5299 | 0249 6003| 8480 
30 | 5007! 8153 1710} 958 5373 | 6371 5097 8434 
0 3090 UP ) 30 5 14) , di 
20 Nr 3249 | 3.0777| 9511 | 0 5446 0401 800} 8057 
0] 256! 4) oo) om | 0 RL A πον 
MT et 90-12 9455 0 5593 »749 S26 2 
30 | 0.3338 | 0.3541 | 2.8239| 0.9426 | 30 οἱ σου  0.6873 | 1.4550| 0.8241 
Ἧ LAS 0.3640 | 2.7475) 0.9397 | 0 0.5786 | 0.7002 | 1.4281) 0.8192 
"ἢ ὙΠ ie 0710}; 9367 | 30 5807 7133 4019 811 
20 nt Qu 6051 9336 | 0 5878 7265 8701) 8090 
τ van 3930 5386] 9304 | 30 5948 7400 3514| 8089 
| 3746! 4040 4751] 9272 | 0 6018 | 7536 3270] 7980 
30 | 3827 | 4142 4143} 9520 0098. 7673 8022] 7934 
0 30907 4215 ç 14 30 ur . 0. + 
RUE a 8559! 9205 | 0 6157 7813 4700] 7880 
᾿ 3987 ABS 2998] 9171 | 30 6225 7954 2572] 7826 
)| 4067 | 4152 2400} 9135 | 0 6293 | 8098 2349] 7771 


30 | 0.4147 | 0.1557 2.1943 0.6361 | 0.8245 1218 DOC 


Φ 


9100 | 30 


0.7660 
7601 


0 | 0.429226 | 0.4663 2.144151 0.9063 0 0.6428 | 0.8391 1.1918 


Pre dm 0965! 9026 | 30 De er DE. 
80 162 | 4086 | 2.0007} 8949 | 30 6626 | 8817 1803). 7490 
D 450 ἡ πη en Mal 0091 9004 1100] 7431 


7373 


Ge er PEU 9210 8.870 36 6756 | 910 0913} 7: 
ὁ) de) ur) dm) 0 LR Sn “ὅς 
u 4 “ὦ ως 8118 S7S8 30 SS 4 949 HAT “ἢ. 
OÙ 1848 5543 8010, 8746 | 0 ie à oo τ ue 

τ . 1} 0,2 } Laube 


930 4924 9698 7079 


8404 | : 
0 1 0.5000 | 0.5774 1.7321 ΠῚ 


0.8660 () 0.707! 


0 | 0.7071 | 1.0000 1.0000 


Cus. Col. Tang. SI. 


on ee 2 moment 9 ms mt do 5 --- “ος Ὁ Ὁ 


=, LS pt EU > al Le τ νη 
à” } ἵ 7 16 
. [ 


TABLE 
DE LOGARITHMES 
DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES 


de 30’ en 30’, avec 5 décimales 


DURAND, — La Trigouométrie. 


| 
΄ 


LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES 


— ΟΘ 
30 | 3,94084 
0! 2,24180 
80] 2,41792 
9] 0] 2,54282 

80] 2,63968 
41 0] 9.71880 
80] 2,78568 
0] 2,84358 
30] 2,89464 
01 2 94030 
80] 2,98157 
6] 0] 1,01923 


LES 


PS 


en 


Tang. 


are D 
3,94086 
2,24192 
2,41807 
2,54308 
2,64009 
‘2,71940 
2,78649 
2,81461 
_2,89598 
2,94195 
2,98358 
1,02162 


30! 1,05386 | 1,05666 
7| 0! 1,08589 | 1.08914 


30| 1,11570 


°1,11943 


Cotg. 


Cotg. 


| 00 


Cos. 


0,00000 


2,05914 | 1,99998 
1,75808 | 1,99993 


1,58193 
1,45692 
1,35991 
1,28060 
1,21351 
1,15536 
1,10402 
1,05805 
1.01642 
0,97838 
0,94334 
0,91086 
0,88057 


Tang. 


9985 
9974 
9959 
9940 
9919 
9893 


9866 |: 


9834 
5800 
9761 
9720 
9675 


9627 |: 


Δ 
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0 |? 


8| 0 
90 
91 0 
30 
10! 0 
30 
17} τὸ 
90 


141 0 
30 


Sin. 


‘1,143856 
1,16970 
1,19433 
‘1,21761 
1,239067 
1,26063 
°1,28060 
1, 9060 
1,81788 
1,33534 
1,86909 
1,36819 
1,38368 
°1,39860 


15| 0! 1,41300 


Tang. 


1,38035 
1,39677 
1,41266 
1,42805 


Cotg. 


Cotg. 


0,85220 
0,82550 
0,80029 
0,77639 
0,75308 
0, 73203 
0,71135 
0,69154 
0,67253 
0,65424 
0,63664 
0,61965 
0,60323 
0,58734 
0,57195 


Tang. 


1,99575 


9520 
9462 


9400 |: 


9335 


9267 |: 


9195 


9119 |: 


9040 


8958 |: 


8872 
8783 
8690 


8094 |: 


8494 
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0182 


0181 


0! 80 


0179 


0 78 


0177 


0176 


- * ν᾿ Γ z à ν L 
ὅτῳ, -᾿ EU an LUE Sr ΕΣ Δ 


τ 


y « 


- 5 
— 


ne ah 
- Ὅτ 


Le Eee = 


nn mn τἶς he —— a ——— 


LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES 


1.413800 
1,42690 
14034 
15334 
1,46591 
1,47814 
,48998 


“Ἔ 
Ἢ» 


0108 
rue 


1,58284 


Tang. 


°1,42805 


1,44299 
1,45750 
1,47160 
1,48534 
‘1,49872 


Cotg. 


Cotg. 


0,57195 
0,55701 
0,0 1800 
0,59840 
0,5 1400 
0,50128 
0,48422 
0,47548 
0,46303 
0,45085 
0,143893 
0,42726 
0,41582 
0,40460 
0,39359 
0,38278 


Tang. 


Cos. 


1,98494 


8391 
PRE 
8171 
8060 


7942 |” 


7821 
7696 
7507 


1435 | 


72091 
1154 
7015 


6868 |: 


6717 


6562 |: 


SL. 
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ἄκη PAL RES EE ΞΡ ΝΣ 7 ἘΠῚ, DR NE ee Rae ET NPA ν 

0 ? | Sin. Tang. | Colg. Cos. |10 ; 0’ Sim. Tang. | Cotz. Gos: €) ΚΣ 26 

À ER ΞΕ See “ἢ 

fi. o[1,50188 [5,62v85 | 0,87215 |5,06103 | 042 4 μ" 0 1309807 pos 0,238565 | 1,93753 | 0 bu 
80! 1,60070 | 1,63830 | 0,36170 6210 [30 ἢ | ἐν DE RAA LEA ϑῦθο 80 

34] 0[1,60981 1,64858 | 0,35142] 6078) olce | Ta ne ἀνα EEE DER EE ER 
30| 1,61773 | 1,65870 | 0,34130 5902 |30 ἶ | 30 pen Eure 0,21268 3077 30 

25| 0! 1,62595 | 1,66867 | 0,33133 | 5728 | 0168 ; ARR TR μενον EN ΣΡ RUES 
30|1,63398 | 1,67850 | 0,32150 5549 |20 Ἱ 80 none pas 0,19581 2603 [30 
01 3,64184 | 1,68818 | 0,31182 | 5366 | 0,64 : RONA ἘΠ πένθ EC LE 
80 | 1,64953 71,69774 0,30226 5179 [30 30 Ne deu 0,17922 2111 [30 
065705 | 1,70717 | 0,29283 4088 | oles | 34 Dites ἐυϑεδου 0,17101 1857 | 0156 
80 66441 | 1,71648 0,28352 | 4793 [30 30! 1,75318 | 1,83713 | 0,16287 | 1599 |30 


1351 0! 1,75859 | 1,84523 | 0,15477 1336 | 0155 


0! 1,67161 | 1,72567 | 0,27433 4593 | 0162 | Us: je 
1 — | 80] 1,76395 | 1,85327 | 0,14673 1069 30 
30! 1,678066 | 1,73476 | 0,26524 4390 |30 ν. + $ 
ἐς: ὩΣ : 480] 0} 1,76922 | 1,86126 | 0,13874 0796 | 0154 
0! 1,68557 | 1,74375 | 0,25625 4182 | 0161 ΜΝ ᾿ 
ἣν 24 | 80] 1,77139 | 1,86921 | 0,13079 0518 |30 
30!" 69234 | 1,75264 | 0,24736 8970 | 30 | ant ἊΣ 
τς | 37| 0! 1,77946 | 1,87711 | 0,12289 0235 | 0153 
01 1,69897 | 1,76141 | 0,23856 3753 | 0100 | 


301 1,78445 | 1,88498 | 0,11502 | 1,89947 [80 


7} Cos. Coitg. | Tang. | Sin. 10 
| 


D πτῦσν ασσστανσππαινας ας ὦ 


246 
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1 10 


41 


42 


{i 


0 


0 
30 
0 
30 
{) 
930) 
0 
90 
0 
9.0) 
0 


Sin. Tang, 
1,78954 | 1,89281 

301 1,79415 | 1,90061 
01 1,79887 | 1,90837 
80} 1,80351 | 1,91610 
1,80807 | 1,92381 
°1,81254 | 1,93150 
1,81694 | 1,93916 
1,82126 | 1,94681 
71,82551 | 1 95444 
1,82968 | 1,96205 
1,83378 | 1,96966 
°1,83781 | 1,97725 
‘1,84177 | 1,98484 
1,84566 | 1,99242 
°1,84949 | 0,00000 
Cos. Cols. 


Cotg. 


0,10719 | 1,89653 


0,09939 
0,09153 
0,08390 
0,07619 
0,06850 
0,06084 
0,05319 
0,01556 
0,03795 
0,03034 
0,02275 
0,01516 
0,00758 
0,00000 


Tang. 


9354 
9050 
8741 |30 
8425 
8105 |: 
7778 
7446 |30 
7107 
6763 [80 
6413 
6056 |: 
5693 
5324 [30 
4049 


# 


ΓΞ 


PS 
᾿ 
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PREMIÈRE LEÇON Qu'est-ce que la Trigono- 
MMÉLELE". Lo ee ἀρὰ 2005147695 604. ἃ 7 
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— 4. “rigonométrie et Géométrie. — 5. A pplica- 
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lité. — 64 Règle ct formules générales. —- 65 — 130. Cosinus d’un angle obtus. — 131. Sa tan- 
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tangles, ......... MÉRITE D ττς ΧΣῈ ΤΩΝ “1 ΝΕυΝΤΕΜΕ Leçon : Problèmes simples sur les 
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SEPTIÈME LEÇON : Problèmes sur les triangles Percement d’un tunnel. 154. Largeur d’une haie. 


rectangles.......,....., ΤῈ ΤΣ Bb Te Ἄχ 82 155. Application à la Physique. — 156, 157. Pro- 


; τ ὁ blèmes sur les réfractions. 
88, 89. Caleul d’une corde. — 90. Application, — 55. 


Galcul d’une flèche. — 92, 93. Applications. — 94. Dixième Leçon : Résolution des triangles 
Aire du segment de cerele. — 95. Côlé d’un pely- I 157 
gonc régulier inscrit — 96. Côté de l’hexagonc LEE SR Et RS AUTRE LEE Vie 
régulier. —- 97, Riemarque. 98 à 100. Calculs 158. Remarque. —- 159. Quatre cas possibles. — 
d’apolhémes. -_- 101. Rayon du cercle circons- 160. 19 Cas. — 161. l'onnmules. — 162. 2° Cas. 
cril. — 102. Côlé du polygone circonserit, -— 1083, — 163. l'ormules. — 164. 3° Cas. — 1695. L'or- 
Rayon du cercle inscrit. — 104, Problème. — mules. --- 166. Remarque. — 167. Txentple. — 
105. Projection d’un segment. — 106. Longueur 168. 4° Cas. — 169. L'ormules. 
de la projeelion, — 107. Règle générale. - - 108. x : : 
Projection d’une figure plane. —- 109. Aire de la OwrièME LEÇON : Emploi des Logarithmes en 
projection, :— 110,111, Remarsucs. 22.17 12, Trigonométrie .......... Sao TRE PER EC 176 
Re LS AU HU TA τι Τὰ 170, 171. Ulilité des logarithmes en lrigonométric. 
19. Problèmes. — 116, 117. Applications à de » I Ariel; x 
darts ee Lt 18 CD rec te LINE 1020 à dd — 172. Log. à caractéristique négative, — 173, 
LT US Mets Aer Pets 9 Addilion des log. — 174 à 177. Exemples. —- 178. 
Hauteur d’un tour. — 120. Hauteur d'un édi- Soustraction. --- 179 ἃ 181. Exemples. -— 182 
EN EC A dt | à 186. Applications. — 187. lormules calcu- 

: al το τς - L LCSSC (11 NAvIre. able ς Cap € }}" ICS, — 
ie bin Vous EEE lables par log. 188, 189. Problèmes. 1} 


Rayon de la Terre. — 126. Distance de la Terre à 
la Lune, 


a τὰσαν 


= 


191. Calcul approché d'un augle, — 192. Pro- 
blème. — 193, Remarque. 
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Douzièur LEcoN : Formules générales de εν 
ῷ g 8 ' la Directeur de l'Observatoire de Bourges 


ΠΡΟ ΠΟΥ de re MAR. ..... 196 


194. Relalions entre les ligres lrigonométriques d’un 
même angle aigu. --- 195, 196. 197. Fornrules. — 
198. Problème. —- 199. Cas d’un angle ôblus. — 
200, Addiljon des angles. — 201 à 203. For- 
mules. — 204. Application. — 205. Multiplication 
des angles. — 206,207. formules. -- - 208, Division 


RSTRONOMIE MODERNE 


LE CIEL ET L’UNIVERS 


Gus. QMelGs ὁ τοῦ te rue nnntiens Ingres Un fort volume, mesurant 21 x29, de 640 pages, sur 
πίε τ 91 Ὁ PL EROSAAENE NE POTRANATSS papicr couché, avec 595 figures dans le texte cE 


aux-angles d’un triangle. - 
M ἐμὴν 24 planches hors texte en une ou plusieurs couleurs. 


Trerzièue Leçon : Fonctions trigonométri- 


QUES RENE AS RE ALT Le ς PE | eau Mr Pr 210 Le Ciel εἰ PUnivers forme un agréable résume de toutes 
211,212. L'onclions trigononeéctriques. ---- 213. 1.0 ra- nos connaissances actuelles sur l'Univers et les Mondes. A bon- 
dian, — 214, 215. l'onclion sinus. — 216. l'onc- darmment illustré de splendides photographies eu noir et en 
tion cosinus. — 217. fonction tangente. — couleurs οἱ de dessins originaux qui aident singuliérement «a la 
218. onclior cotangente, — 220 à 223. Dérivées compréhension du {ex{e, le nouvel ouvrage de l'Abbé MorEux 
de fonctions. —— 224, 225. Applications. — 296, esL accessible aux imoïns initiés el conslilucra pour les savants 
227. Différentielles et applications. — 228 ἡ 233. el les lecteurs instruils en même lemps qu'une documentation 
intégrales. — 234, 235. Fonclions trigonomé:- irréprochable de première main, une mise au point parfaile 
triques inverses. — 236 à 238. Applicalions. de lPAstronomic moderne, 
Table des lignes trigonométriques de certains TABLE DES MATIÈRES. — Introdustion. - Le soicil — 
I 999 Qu'est-ce que le solcil. -- La planèle Mercure. -— Vénus : 
Anore 7 EE ME y RES TS ENTER ECS Dh alie ae réplique de la Terre. -— Notre planète : La'lerre, ses principaux 


mouvements, les jours, les heures, les saisons, l’année, le calen- 
drier. Sa forme, ses dimensions. Suite de ses principaux mou- 
vements. — Notre satellile : La Lune. La planète Mars. — 
Les astéroïdes ou petites planètes. -— Jupiler, la planète 
géante. --- Saturne, la merveille du système solaire -- Les 
planètes Uranus et Neplune. — Les coméèles. — Les éloiles 
lilantes ct les bolides. — Fes éelipses ; la lumiere zodiacale. 
La lueur anti-solaire. — Je Ciel à l'œil nu οἱ au Ltlescope. — 
Les Ltoiles, solcils de l'Espace. --- L'évolution stellaire. — 
Les éloiles doubles et multiples ; ÉLoïiles variables et Lempo- 
vaires, --— La strueture de l'Univers. Où somines-nous ? 
iArchipels et «amas stellaires. L’énigme des nébuleuses. l'xiste-t- 
Ε des univers dislinclts du nôtre ? — I)’où venons-nous ? 
Origine el formalion du syslème solaire. — Tableaux annexes: 


Table des lignes trigonométriques naturelles... 223 


Table de logarithmes des lignes trigonométri- 


Prospectus spécial, franco, sur demande. 


G. DOIN et Cie, Éprreurs, PARIS 


A LA MÊME LIBRAIRIE 
OUVRAGES DE L’ABBÉ MOREUX 


Le Cielet i' Univers, Astronomie moderne, un volume in-4 de 640 
pages sur papier couché avec 595 figures dans le lexle et 
24 planches hors texte. 


Origine et Formation des Mondes, nouvelle édition, un volume 
in-8 de 416 p. avec 124 fig. dans le texte et 18 pl. hors texte. 


L'Etude de la Lune, avec Dictionnaire sélénographique, 
nouvelle édition, un volume in-16 de 168 pages. 


Atlas céleste, un vol. de 12 planches avec légendes explicatives. 


Les autres Mondes sont-ils habités Ὁ nouvelle édilion, un vo- 
lume de 150 pages avec 8 planches hors texta. 


Science et Style, Conseils à un jeune écrivuin, un vol. de 286 pages. 


Les Confins de la Science et de la Foi, Tome 1, nouvelle édi. 
lion, un vo'ume in-16 de 300 pages. 


Les Confins de la Science et de la Foi, Tome 11, nouvelle 
édition, un vol. in-16 de 300 pages. 


Les Enigmes de la Science, Tome 1, nouvelle édition, un vol. 
in-16 de 308 p avec lig. dans le iexte οἱ, 8 pl. hors texte. 


Les Enigmes de la Science, Tome Il, un vol. in-16 de 2192 pages 


La Science mystérieuse des Pharaons, nouvelle édilion, un 
vol. in-16 de 240 pages avec fig. et 8 planches hors texte. 


Pour comprendre Einstein, nouvelle édil on, un volume in-16 
de 2148 pages avec figures. 


Construisez vous-même votre Poste de Téléphonie sansfil, 
nouvelle édition, un vol. in-16 de 250 p. avec 120 fig. dans le texte. 


L'Atlantide a-t-elle existé ? Un vol. in.8 de 96 p avec fig. elcartes. 
L'Alchimie moderne, Un vol. in-8 de 96 p. avec fig. et 2 pl. 
La Vie sur Mars, un vol. in-8 de 96 p. avec fig. ci ἃ pl. hors texte. 


Tables de logarithmes à cinq décimales et tables diverses. 
un volume in-16 de 112 pagis. 


Bibliothèque d'éducolion scientifique, Collection des « Pour com- 
prandre », oir lisle des volumes parus au vorso du titre. 


A LA MÊME LIBRAIRIE 


Collection des « Pour Comprendre » 
VOLUMES ÉCRITS PAR L'ABBÉ MOREUX 


Four comprendre le Latin, 256 pages, 

Pour comprenpre le Grec, 256 pages. 

Pour comprendre l’Arithmétique, 216 pages avec figures 
Pour comprendre l’Algèbre, 152 pages avec figures. 

Pour continuer l’Algèbre, 500 pages avec figures. 

Pour comprendre la Géométrie plane, 252 pages avec 218 fig. 


Pour comprendre la Géométrie dans l'Espace et les courbes 
usuelles, 220 pages avec 114 figures 


Pour cmprendre [ἃ Génmétrie descriptive, 2100 pages,212fig. 


Pour comprendre la Géométrie analytique, 240 pages avec 
160 figures. 


Pour comprendre le Calcul différentiel, 124 pages avec 37 fig. 
Pour comprendre la Mécanique, 256 pages avec 159 figures. 
Pour comorendre ia Physique moderne, 300 pages τὸ fig. 
Pour comprendre 'a Fhlilosophle, 300 avec figures. 


Pour reconnaître les fleurs. I. Flore simplifiée, 208 pages 
avec figures. 


Pour reconnaître les fleurs. II Atlas d> la flore simplifiée 
158 planches contenant 4ro figures. 


Pour comprendre le Calcul intégral, par Georges Duran», 
préface de l'Abbé MonEux, 208 pages avec 82 figures. 


Pour comprendre la Trigonoméeétrie, par Gcorges Dunanp, 
250 pages avec 146 figures. 


Pour comprendre ia Chimis moderne, par Éugècc CATTELAIN, 
256 pages avec figures. 


Collection des Sciences pratiques 
Abbé Mongux, Directeur 


Pour conduire une auto, par Il. ps GrarriGny, Ingénicur civil 
224 piges avec Gy gravures, 


Pour se préserver des dangers de la foudre et de l'élec- 
tricité, par M. Pari, Tugénieur conseil, 240 pages avec figures. 
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